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Ce Cours de Mécanique a été composé sur un plan analogue à celui 
du Cours d'Analyse que j'ai publié en 4872, et pour satisfaire à des 
exigences tout à fait semblables. 

Sa destination principale est de servir de Manuel aux élèves ingé- 
nieurs qui suivent le cours de Mécanique rationnelle dont je suis 
chargé à la Faculté des Sciences, afin de leur épargner la tâche pénible 
de recueillir eux-mêmes les leçons. Il a donc fallu, pour mettre ce 
manuel en rapport avec le but poursuivi par mes auditeurs et avec le 
temps limité dont ils disposent pour l'étude de la mécanique, écarter 
de mon programme plusieurs questions d'un intérêt plus spéculatif 
que pratique, quoiqu'habituellement traitées dans les écrits du même 
genre, et m'appliquer surtout aux théories d'une importance générale 
ou d'un usage fréquent dans la mécanique appliquée, dans la construc- 
tion, dans la théorie des machines, etc. 

Voulant toutefois que cet ouvrage pût servir aux jeunes gens, bien 
moins nombreux, qui ont en vue les épreuves de la licence ou du 
doctorat en sciences mathématiques, l'étude de la physique mathéma- 
tique ou de la mécanique céleste, et qui réclament un enseignement 
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plus approfondi, j*ai eu recours nu proeédc que j'avais adopté dans 
le cours d*analysc. Je me suis d'abord attache, autant que cela m'a ctc 
possible, à maintenir l'exposition des théories fondamentales de la 
science à la hauteur désirable, en ne recherchant pas une certaine 
clarté superficielle aux dépens de la rigueur des raisonnements, rigueur 
qu'il importe de ne jamais sacrifier. 

En second lieu, j*ai réservé pour un autre volume, destiné à former 
comme le complément de celui-ci, l'exposition de certaines théories plus 
élevées, sorte de transition entre la mécanique et la physique mathéma- 
tique. Telles sont : la théorie de l'attraction et celle du potentiel qui s'y 
rattache intimement, — les théories dynamiques d'IIamilton et de 
Jacobi, — la solution de diverses questions au moyen des fonctions 
elliptiques, •— les principes de la mécanique moléculaire, de l'élasticité 
et des mouvements vibratoires, — un certain nombre de problèmes se 
rapportant aux corps semi-fluides et à l'hydrodynamique; — peut-être, 
enfin, la thermodynamique. 

Mon ambition a été, non pas de présenter aux élèves une exposition 
neuve et originale des doctrines de la mécanique, mais de condenser ce 
que j'ai trouvé de meilleur, de plus clair et de plus exact dans les 
nombreux ouvrages, didactiques ou autres, que j'ai consultés. Indépen- 
damment des grands travaux de Lagrange et de Cauchy, je citerai par- 
ticulièrement les Cours de Mécanique de Duhamel et de Bour, le 
Traité de Mécanique générale de M. Résal, la Mécanique rationnelle de 
M. Laui*ent, la Théorie der Bewegung und Kràfte de M. Schcll, la 
Statique de M. Moigno, la Théorie mécanique de la chakur de M. Briot. 

J'ai aussi utilisé, dans certaines questions, les notes que j'avais 
recueillies en 1854-55 aux excellentes leçons de M. Puiseux au Collège 
de France. 

L'extrême utilité des problèmes et des applications, pour former les 
jeunes gens à l'usage des formules de la mécanique rationnelle, est 
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unanimement reconnue. Aussi, je ne me suis pns contenté de développer 
un certain nombre de questions, telles que celles de la rotation d*un 
corps pesant fixé par un point, des mouvements relatifs à la surface de 
la terre^ dont l'importance au point de vue de l'ingénieur est moins 
apparente que leur utilité comme applications des théories générales: 
j'ai aussi, comme dans mon Cours d'analysCy terminé chaque chapitre 
par un bon nombre d'exercices, dont une partie a été empruntée à 
Texcellent ouvrage du P. Jullien^ à ceux de M. Vieille, de M. Fuhr- 
mann, aux publications périodiques, etc. 

Les renvois indiqués de cette manière : Couhs d'An., N*'..., se rappor- 
tent à l'édition de 187:2^ aujourd'hui épuisée, de la partie élémentaire de 
mon Cours d'Analyse in fi nitésimale,y ose espérer que le public studieux, 
qui a fait un^si bon accueil à ce premier volume, recevra avec indul- 
gence celui que je lui présente aujourd'hui. 

Louvain, janvier 1877. 



TABLE DES MATIÈRES. 



Pages. 

PftÉFACB V 

Table du matières ix 



Notions préliminaires sur les résultantes 1 

LIVRE PREMIER. - cinématique. 

CHAPiraE piEsiiEB. — De la vitesse d'un point 5 

Chapitbb 11. - De la vitesse relative et de la composition des vitesses il 

Chapitre m. — Des mouvements simples d*un solide 17 

CflAPiTiE IV. — Mouvement d*une figure plane invariable dans son plan .... 21 
Chapitre V. — Mouvement d'un solide 1" parallèlement à un plan fîxe ; 2« autour 

d*un point fixe 29 

Chapitre VI. — De la réduction des mouvements d'un solide, et du mouvement 

d'un solide entièrement libre 3i 

Chapitre Vil. — De l'accélération 47 

$ i. Accélération dans le mouvement d'un point 47 

^ 2. Accélération dans le mouvement d'une figure plane dans son plan ... 52 

Chapitre Vlll. — De l'accélération dans le mouvement relatif 62 

LIVRE DEUXIÈME. - statique. 

Chapitre IX. — Principes fondamentaux de la mécanique 69 

Chapitre X. — Réduction et équilibre des forces agissant sur un même point . . 76 

Chapitre XI. — Principe des vitesses virtuelles 84 



Crapitac XII. — Équilibre et réduction des forces appliquées à un solide libre . . 95 
Cr4pitrb XIII. — Théorie des couples et réduction générale des forces appliquées 

à un solide libre 106 

Crantrr XIV. — De Téquilibrc d*un solide qui n^esl pas entièrement libre. . . 116 

Chapitre XV. — De l'équilibre des systèmes de figure variable 12i 

Chapitre XVI. —Application des lois de la statique h la pesanteur. Théorie des 

centres de gravité 139 

Chapitre XVII. — Application dps princip?s de la statique ù l'équilibre d'un fil 

nexible. Théorie de la chainctie 160 

Chapitre XVIII. — Application des principes do la slnliqiie ù l'équilibre des ma- 
chines simples 169 

LIVRE TROISIÈME. — dynamique. 

Chapitre XIX. — Mouvement rectiligne d'un point matériel libre 18! 

CH4PiTRK XX. — Mouvement curviligne d'un point libre. Théorèmes des aires et de 

la force vive 192 

Chapitre XXI. — Application dos formules du chapitix; précédent au mouvement 

d'un point libre 206 

Chapitre XXII. — Mouvement d'un point sur une courbe fixe 217 

Chapitre XXIII. — Mouvement d'un point matériel sur une surface fixe . . . . 227 

Chapitre XXIV. — Théorèmes généraux sur le mouvement des systèmes. . . . 23i 

Chapitre XXV. — (Suite). Théorème des forces vives 2^ 

Chapitre XXVI. — Théorie des moments d'inertie 263 

Chapitre XXVII. — Mouvement d'un solide autour d'un axe fixe 275 

Chapitre XXVIII. — Mouvement d'un solide autour d'un point fixe 28i 

Chapitre XXIX. — Mouvement d'un solide de révolution fixé par un point de son 

axe de figure 29-) 

.Chapitre XXX. — Mouvement d'un solide libre a . . 308 

Chapitre XXXI. — Equation générale de la dynamique 3li 

Chapitre XXXÏI. — Des p.^rcussions 327 

CuapitkkXWIII. — Du mouvement relatif d'un point 333 

Chapitre XXXIV. — Du mouvemf^nt relatif d'un système matériel 3i6 

LIVRE QUATRIÈME. -- hydrostatique et hydrodynamique. 

Chapitre XXXV. — Équation géncrahî de l'équilibre des fluides 557 

Chapitre XXXVI — De l'équilihre de l'atmosphère 375 

Chapitre XXXVll. - Equations générales du mouvement des lluides 375 



ERRATA. 



Page. 

93 


Ligne. 

2 cn rem. 


Erreur. 

immédialcmcmt, 


Correetlou. 

immédiatement 


240 


19 cn dcsc. 


se sont 9 


ne sont 


250 


2 en rem. 


M(5f[— z, (2,)o], 


M<7 [s. - (î.).l 


300 


15 cn desc. 


.. Cn 


''• A' 



503. Dans la figure, on a pour plus de clarté, supprimé deux bran- 
ches qui rattachent Tanneau à Taxe d'acier, cl qui sont placées dans 
un plan perpendiculaire à celui qui renferme les deux premières. 
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i lies droites OA, OB, OC..., CE |inrtHiil d'un iiiénir (luint 0, oni 
clincune une Inngiieiir et une direction délerminées; si l'on pni'Ic bout à 
bout, A partir du point A, les droites AB', B'C',.... respective me ni égales 
et pamIléIcsiOB.OC,... et dans le mitme sens que eplles-ei, In droite OE', 
* qai joint le point k l'extri^milé rlc In dernière 
roilc et l'erme le poIy^Eone, se nomme in résul- 

t des droites données OA, OB,.... 
Celles-ci se nomment rëcipro{)ncnicnl lis 
mpoaanles de In droite OE'. 

les enmposnntes se réduisent fi deux, h 
mlUnte se confond nvee In dingon.ile du 
rallélogramme ronslruit sur les composantes; s'il y c 
uiltaDlc «c confond nver In dingonnle du pnrnlli'lîpipèdc 



droite indcnnie 0.\. En vcrlu du lliviiième 
uurt le contour fermé OAB'C... E'O ii)ujours 
Iliplinni ili.niiic cAté pnr le cosinus de lanfile 
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que fail sa direction, prise dans le sens du mouvement, avec la direction 
donnée OX, la somme de ces produits sera nulle. Si doncP,P',P",...,R 
désignent respectivement les longueurs des droites données OA, OB, OC,... 
et de leur résultante OE'; a, a', a",..., a les angles que forment leurs 
directions avec celle de OX, on aura Téq nation 

P cos a -^ P' cos a' -f- P" cos a" -t- • • • — R cos a = o, 

le dernier terme étant affecté du signe — , parce que la résultante OE' 
est parcourue en sens contraire de sa direction propre, ce qui change le 
signe du cosinus de Tangle qu*elle fait avec OX. Donc 

(i) Rcosa = Pcos a -+- K cos a' -h P" cos a" -*- ••••, 

c'est-à-dire que la projection de la résultante de plusieurs droites sur une 
direction donnée quelconque est égale à la somme algébrique des projec^ 
tions des composantes sur cette même direction. 

%. On détermine la direction d'une droite OA = P au moven des 

if 

angles a, (3, y que forme cette direction avec les directions positives de 
trois axes coordonnés rectangulaires OX,OY, OZ, menés à partir du 
point 0. Chacun de ces angles peut varier de 0" à 180^, son cosinus de 
-+- I à — I. Les cosinus directeurs d'une droite OA étant donnés» en 
grandeur et en signe, déterminent donc sans aucune ambiguité la direc- 
tion de cette droite : la direction opposée AO est caractérisée par des 
cosinus directeurs respectivement égaux et de signes contraires. 
Les projections de la droite P sur les axes 

P cos a, P cos (3, P cos y, 

sont, d'après la remarque faite ci-dessus, égales aux composantes de cette 
droite parallèlement à OX, OY, OZ, et de plus, les signes dont elles sont 
affectées (suivant que les angles a, (3, y sont aigus ou obtus) montrent si 
ces composantes sont dirigées dans le sens des axes coordonnés positifs 
ou des axes négatifs. Par une convention qui nous sera très-utile, nous 
regarderons ces composantes P,, Py, Ps de la droite P comme positives 
dans le premier cas, comme négatives dans le second. Alors nous aurons, 
en grandeur et en signe, 

P, = P cos 3c, Py = P cos p, p. = P cos V, 
et réciproquement, les composantes d'une droite P suivant trois axes rcc- 
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tniiffulaircs ilcicrmincr 
dircctifin, piiNijiie l'on 



S. Supposons un nombre quelconque de droites OA = P, OD=P', 
OC = P",,., partant d'un point O, et dctcrminnns unulytîquemcnl leur 
ri^sultiinlc R, Dt'coinposons d'abord lo droite P suivant trois axes OX, 
OY, OZ parlant dit point 0; la grandeur et in dircelinn de la droite P 
feront connaître, par ce qui priîcéde, ses composantes P., P,, P, suivant 
ces axes. Faisons la même opération pour chacune des di-oîiesP', P".., et 
pour leur résultante R. L'équation (i) nous donnera iiomédiatement la 
relation 



' «lire le* eninposanles de P, P', P",.. R suivant OX, el deux autres sem- 
blables pour les deux autres axes. Si donc nous désignons pnr £ une 
somme de termes scmblnbles (|ui s'étend à toutes les droites P, P', P"..., 
nous aurons les égalités 
{2) R^^:-?,, R, = 2Pj„ ll, = iP,. 

Donc, ta résultante R d'un nombre quelconque de droilen P, P'... a 
pour compoganlfs, suivanl trois axes rerlangulaires, If» sommes algéhri- 
quea des comjwmntes, stiivtiiit ces mtmes axes respectivement, de toutes 
les droites données P, P',.... 

Réciproquement, et cctie remarque nous sera fort utile, toute droite Q 

qui jouirait de ta propriété énoncée, coïnciderait nécessairement avec la 

résultante R dc^ droites P, en grandeur et en direction. En elTct, on a vu 

plus liant qu'une droite est psi-railemcnl déterminée en grandeur et en 

ilircftion, dès i{uc ses composantes suivant ti^iis axes rectangulaires sont 

données en grandeur et en signe. Donc, les composantes 2P,, IPg, IP, 

^^^bIh droilo Q coïncidant avec celles de la résultante It des droites P, les 

^Hlfeoiies Q et R se cnnrundeut en grandeur el en direction. Donc 

^^L Lorsque les composantes d'une droite suinant trois axes reetiingiilaires 

^^Hftnt tes sommes algébriques des composantes, suivant ces mêmes axes 

^^^fMpertiveme.Ht, de droites données en nombre quelconque, cela suffit pour 

^ ^ue l'on puisse affirmer que celte droite n'est autre que la résultante des 

droitm donnéei. 
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Il est toujours entendu qu'il s'agit de droites partant d'une même 
origine 0. 

4. Les équations (2) conduisent encore aux conséquences suivantes : 
i* Si a, 6, c désignent les angles directeurs par rapport à OX, OY, OZ, de 
la résultante R des droites P, P'..., on aura les relations 

R« = (2P,)«-t.(2P,)«-^(2P,)«. 

2P, . iPy 2P. 

cosa = -<^-> cos6=-^— > cosc = -— - 
R R R 

2'' Quel que soit l'ordre dans lequel on dispose les composantes P, P',... 
pour effectuer la construction polygonale qui fournit leur résultante R, 
pourvu que l'on conserve à chacune d'elles sa direction propre, la résul- 
tante R ne change ni de grandeur ni de direction; car une interversion 
dans l'ordre des droites P, P',... ne modifie en rien les quantités 
2P,, 2Py, iPfi, ce qui suffit pour établir la propriété énoncée. 

S"* Si les composantes P, P%... sont dirigées suivant une même droite, 
les unes dans un sens, les autres en sens contraire, et que l'on affecte les 
premières du signe -♦-, les autres du signe — , la résultante des droites 
P, P',... sera donnée, en grandeur et en direction, par la somme algé- 
brique des composantes. Il suffit, pour s'en assurer, de prendre pour 
axe OX la direction commune des forces, et d'observer qu'alors^ en vertu 
de la convention sur les signes de P, P',...., l'équation R, c=2P, se 
réduit à 

R = 2P. 



LIVRE PREMIER. 



CINÉMATIQUE. 



CHAPITRE PREMIER. 

DE LA VITESSE D'UN POINT. 

ft. La Mécanique est la science qui a pour objet Tëtude du mouvement 
que prennent les corps dans des conditions déterminées. Pour simplifier 
cette étude, il est commode d*étudicr d'abord le mouvement en lui> 
même, abstraction faite des causes qui le produisent ou qui le modifient, 
et Pon nomme cinématique la partie de la mécanique qui traite de ces 
questions. 

Tout le monde sait ce qu*on entend par le mot mouvement. Quand les 
distances entre les points de deux corps varient d'une manière continue, 
nous disons que l'un est en mouvement par rapport à l'autre. Lorsqu'un 
corps se déplace par rapport à un système d'autres corps, qui conser- 
vent les uns relativement aux autres des positions invariables, le premier 
est dit en mouvement par rapport à ce système de corps. La conception 
du mouvement, prise en elle-même, est donc toujours relative. Mais si 
nous choisissons un certain système de corps ou de lignes idéales qui en 
dépendent, et si nous leur attribuons, par une pure déterminaUon de 
notre esprit, la propriété d'être fixes, immobiles, nous pouvons rapporter 
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à ce syslème les mouvement des autres corps r-n cludmnt leurs thange- 
menls de pusiiliori par rapport ù lui. Ces mouvcmenls, ainsi rapporlé^ i 
un sysièmc de figure invnrtuble, tel qu'un système d'axes rectangulaires, 
et considéi'i' comiue immobile dnos l'espnce, seront ceux que nous apjiel- 
leroiis inoucemenls absolus .- nous n'attribuerons pus un autre sens à cetta 
expression. 

6. On roit ïiiiivenl usage dans la géouiëlrie de lu considi^rntiou du mou- 
vemenl; ninsi, on regarde une surface comme crigcndrt^e par le dépla- 
cement d'une certaine coui'be. Min's celle niiinière de considt^rer le mou- 
vement se distingue par un citractère essentiel de celle que nniis allons 
examiner: on y fait abstraction du temp» (lUc la figure mobile met Jl 
passer d'une position à une autre. L'objet propre de la einémalique est, 
au contrnirc, ce rapport entre les positions successives d'une mfme Hgurt 
et les époques correspondantes. 

D'autre pari, comme l'indique lu définition, lu cinéiuutique se distingue 
de lu mccariiquc proprement dite en ce qu'elle ne s'occupe pas des causes 
qui produisent le mouvement ou qui le modifient : elle ne voit que les 
mouvements eux-mêmes, et à raison de ce point de vue où clic se place, 
elle fait aussi abstraction des qualités matérielles des corps, des diffé- 
rences de nature, de poids, etc., qu'ils peuvent offrir, pour uc voir que 
leur figure géométrique qitî se déplace. 

Nous étudierons successivement 1" le mouvement d'un simple point 
géométrique; 2° le mouvement d'un système de. points conservant uiw 
figure invariable, ce que nous appelons, pour iibré);er, un solide. 

7. Lu notion du fem/M, qui entre dans celle du mouvement,csl de celles 
que nous possédons indépendamment de toute définition : elle nous est 
donnée par lu succession de phénomènes qui se passent sous nos veut. 
Mnis il est nécessaire, pour pouvoir mesurer le temps, de définir d'une 
manière précise ce qui constitue Végalîtè des temps. 

Nous disons que deux intervullcs de temps sont égaux, lorsqu'un manu 
corps, placé dans des conditions parfaitement identiques de part et 
d'autre, exécute ]icndant ces deux intervalles de temps, des mouvemenls 
identiques. Nous n'examinons pas ieî les procédés plus ou moins rigotireiii 
h l'aide desquels on réalise en pratique cette comparaison de deux înier- 
valles de temps. De lu définition de régalîlé, on [lasse suns peine à cvllo 
d'un rappurl entier, l'raclionnaii-e, incommensurable entre deux temps, 
d'oïl il suit qu'un intervulte déterminé étlThl choisi pour unité, hiut autre 
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inlcrvallc sera pcprcsenlé par Je nombre qui mesure son rapport à Tunilé 
ndoplpe. 

Le choix de eelte unité est arbitraire et les théories de la mécanique 
en sont nécessairement indépendantes; mais, dans l'usage ordinaire et 
pour les applications, on prend comme unité la seconde de temps moyen, 
c'esi4-dire la 86400"' partie du jour solaire moyen déterminé par les 
observations astronomiques. Nous prendrons pour unité de longueur le 
mètrey dont la détermination est bien connue. 

§. La ligne que décrit un point dans son mouvement se nomme 
sa trajectoire : elle peut être rectiligne ou curviligne. Les notions 
suivantes sont communes à ces deux genres de mouvements. Nous don- 
nerons ensuite celles qui se rapportent exclusivement au mouvement 
eurvili|»nc. 

Le mouvement d'un point est uniforme^ lorsqu'il parcourt des espaces 
égaux dans des temps égaux, si petits que soient ces temps; en sorte que 
les arcs décrits par le point mobile sont proportionnels aux temps qu'il 
met à les décrire. On nomme vitesse^ dans le mouvement uniforme, ce 
rapport constant qui existe entre les espaces parcourus et les temps 
correspondants; — ou encore, l'espace parcouru dans un temps égal 
à l'unité. 

Quand le mouvement d'un point n'est ni uniforme, ni composé d'une 
suite de mouvements uniformes, il est dit varié, La définition de la vitesse 
appliquée à un te! mouvement, ne représenterait plus rien de déterminé, 
mais on la généralise comme il suit pour tous les mouvements. 

Désignons par t le temps, compté depuis une époque déterminée (fue 
l'on choisit pour origine du temps, jusqu'à l'instant où le point mobile 
occupe une position M sur la ligne, droite ou courbe, qu'il décrit. Soit M' 
la position qu*il occupe à l'époque t -4- A(. Divisant l'arc MM' par Af, on 
aura ce qu'on appelle la vitesse moyenne du point pendant le temps Af. 
Supposons Af infiniment petit, et par suite MM' : la limite de la vitesse 
moyenne, ou la limite du rapport 

arc MM' 

fîilce que Ton nomme la vitesse du point à l'époque /. 

Pour déterminer le mouvement du point sur sa trajectoire, supposée 
connue, on prend sur celle-ci une origine fixe A, et l'on désigne par s la 
longueur de Tare compris entre cette origine et le point M où se trouve 



le mobile II IVpoqdc t. Si l'on connaît la relation entre les variables 
s et t, on cunnailru |iDpfaiteinent la loi du mouvement, puisque l'on 
pourri nssJL^'nei', pour une époque quelconque, In position qu'occupe le 
I mobile h l'el iriNianl. Cela pose, il suit de la définition 
[î^niVale ci-dessus, que si v désigne la vitesse du 
iiiiihilc II l'époque I, on aura arc HM' :^ As, d'ail 







i? 



!, la vitessf est tu dèr 



Ainsi, dans un jiioiiietiii'iil quelconque, la vitesse est lu tlvrtvte itr l^space 
parcouru pur rapport au temps. 

Pour que l'expression de lii vitesse fHSs<! connaître en même teinp* 
dans quel sens le point parcourt su trajectoire, il suffit de compter 
l'nrc s h partir du point A, positivement dans un sens, négativement ea 
sens contraire, et d'attribuer 1*1 la vitesse une valeur positi'^e ou négative 
selon que le point se meut dans le premier sens ou dans le second, La 
dérivée DiS étant positive nu négative selon que s croit on décroit, t'ëqua- 
tion ci-dessus sera toujours exacte en grandeur et en signe, et ce signe 
fera connaître dans quel sens le mouvement a lieu. 

9. Le cas du mouvement unilorme est lenfcrmé dans ce cas général; 
on a v = a, a étant une constante. L'expression de la vitesse donne donc 

ds 



Ot par suite, intc^trarit et ilésignnni par jin lu valeur de s pour I -^^ c 
obtient 

s = «( -+- *„. 

Cette équalioji, qui futt connaître la position du pointu un insUinl 
quelconque, se iinmme ïéquation du mouvement uniforme. Il faut bien 
remarquer que 5,, s. a, peuvent y avoir des signes quelconques, en sorte 
que l'équation convient k toutes les circonstances du mouvement. 

H sulBl de connnitrc les positions occupées par le point k deux instuntd 
donnes pour avoir la loi de son mouvement, l'nr, soient s, et x, les dis- 
tances (positives ou néRatives) du mobile h l'origine A, ii'i\ épo 
marquées par ti et t,. D'après l'équaiion cj-dcssus, on a 
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d'où 

5a — 8t = a{h — ti), tt = -^ -) « — Si = a{t — (f), 

tt — ti 

et eo clîniinant a, 

«—'«1=7 rii — tt), 

ëquatioD qui détermine s en fonction de t, La vitesse a est égale à 

.Sa — Si 

U -- ti ' 

Dans un mouvement varié quelconque^ v ne serait plus constant; si sa 
valeur était donnée en fonction de t, on en déduirait 8 par Téquation 



\ vdt, 



« t=So -4- 

;o 
et le mouvement serait encore connu. 

10. Mouvement cunnligne. Ce qui pi*écëde est indépendant de la forme 
de la trajectoire, mais lorsque celle-ci est une courbe, on doit considérer 
en outre la direction du mouvement. 

Rapportons le mouvement du point à trois axes rectangulaires OX, 
OY, OZ. Les coordonnées x, y, z du mobile à Tépoque t sont des fonctions 
déterminées du temps t^ et si ces fonctions sont données 

on saura assigner, pour une valeur quelconque du temps, la position du 
point, et son mouvement sera parfaitement connu. Ces équations sont 
celles du mouvement du point. Elles se présentent aussi sous la forme 
plus générale 

F(a^>y,2>0 = o» Fi (a:, y, «, = Oj Fa (X, y, 2, = 0. 
L'élimination du temps t entre ces trois équations conduira à deux équa- 
tions entre les coordonnées x, y, z seulement 

9 (*> y y ^) = o> 9» (^> y y «) =^ o- 

Ce seront les équations de la trajectoire. 

Cela posé, dans un mouvement rectiligne, la direction du mouvement 
du point à un instant quelconque est bien déterminée : c'est celle de la 
droite qu'il parcourt, prise dans le sens du mouvement. Mais dans le mou- 
vement curviligne, il faut définir la direction de la vitesse, car la droite 



— 10 — 

MM' qui joint les positions du mobile à deux époques t, t -¥■ A(, varie de 
direction d'uprès les valeurs de t, Af. Or, si A^ est infiniuient petit, la 
direction MM' tend vers une limite MV, qui n*est autre que celle de la 
tangente à la trajectoire en M, menée dans le sens où le mouvement 
a Heu : c'est cette direction MV que l'on est convenu de prendre pour 
celle de la vitesse du point mobile en M. 

Si donc on porte à partir du point M où se trouve le mobile, sur la 
tangente à la trajectoire et dans le sens du mouvement, une longueur MV 
proportionnelle à la vitesse actuelle t?, cette droite MV représentera en 
grandeur et en direction la vitesse du point à Tépoque t. 

Admettons que Tare s qui fixe la position du point sur sa trajectoire 
soit compté positivement dans le sens du mouvement. Les cosinus direc- 
teurs de la tangente MV, prise dans ce sens, ont pour expressions (Cours 
d*Anal.; i76) 

dx dy dz 

ds ds ds^ 

tels sont donc les cosinus directeurs de la vitesse. En multipliant respec- 
tivement parées cosinus la vitesse v elle-même, nous aurons (3) les com- 
posantes y,, v^, y. de la vitesse parallèlement à OX, OY, OZ; donc 

dx dy dz 



Vj—^V-r-} Vu — V—9 

ds ds 


,'—\s' 


ou, en mettant pour v sa valeur ds : rf^ 




rfjF dy 

'- dt' '" di' 


dz 

V. — • 

- dt 



Ces expressions des composantes de la vitesse, dont nous ferons con- 
stamment usage, conduisent a une conséquence remarquable. Projetons 
le point mobile sur Taxe OX, et considérons cette projection comme un 
nouveau point mobile Mi qui parcourt cet axe. La variable x représente 
& la fois Tabscisse du point M et celle de sa projection Mi, ou la distance 
de ce dernier point à l'origine sur la droite qu'il parcourt. Donc, 

ds^ 
d'après la définition de la vitesse, y- mesure, en grandeur et en signe, la 

vitesse du point Mi sur OX. La même* chose ayant lieu pour les autres 
axes, les composantes de la vitesse d'un point parallèlement à trois axes 
rectangulaires sont respectivement égales, en grandeur et en signe, avx 



^■vittsses des projections du jioînt mobile sur reit mêmes uxes, au mi'mK 
instant. 

MuU Im signiGratioii complôlc do la dccompositioti des vili'Sfes rcssoi'tiru 
de In thdorie du muiivcmciU rclalîf, dont nous nlloiiii parler. 



f 



CHAPITItE II. 

DE IJl vitesse relative ET DE LA COMPOSITION I 



) VITESSES. 



11. Nous nvons considéré jusqu'iei le mouvement d'un [Kiini par 

nippon h trois oxes liupposés immobiles dons l'espace, ou son mouvement 

K))a. Coiiecvons qu'un système, invnriublc de Torme, nil par rnpporl 

I CM mêmes axes fivcs un mouvement connu : ù chjKjiie instnni, le point 

lobîle occupera par rïijipopi à ce si/sléme de comparaison une position 

(jdétcrmÏDéc ; il nitra donc, relativement à lui, un certain mouvement, 

ifférent en général de son mouvement par rapport aux a\es fixes, et 

fuc l'on nomme pour cette raison son mouvement relatif par rapport au 

l^léine tic compui'uison. 

ju\emciii relalir est celui qu'un obsci-valeui', emporté dans le 
louvement du système de comparaison sans avoir conscience du dépla- 
ît qu'il éprouve, altribuci-ait au point mobile nu lieu de son mou- 
K'^ement absolu : c'est pour cela que les mouvements relatifs sont appelés 
nivent taouoemenlx apfiaretits. Ainsi, une personne placée dans la 
reabine d'un batean glissant rapidement sur (in canal, attribue à un corps, 
lOmbanl dans l'intérieur de la cabine, un mouvement rcctilignu vertical, 
Uldïs qu'en réalité ce corps parcourt une purubule. 
On se Tait encore une idée pi-ccise du mouvement iclaLireu imaginant 
n point /îr(i/M' dont les coordonnées par rapport aux axes lixes OX, OY, 
E,^ chaque instant, seraient i-espectivcracnl égales aux coordonnées $,ri, Ç 
a point mobile M par rapport bu<i axes 0'^, O'n, 0%, auxquels nous pou- 
■ns réduire pour plus de siraplieilè le système de comparaison mobile, 
p mouvement absolu de ce point fictirM' sera précisémenl ce que nous 
Bpeluns le mouvement relatif du point M. 
le lieu des positions successives que le mobile M vient occuper dans le 
jrsiéme de comparaison O'^nS esl une courbe qui s'appelle la trajectoirt 
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relative (elle csl lu inême que la trajectoire absolue du |>oiiil M' iluiis li 
moiiveraent ficlif). Il faut se représenter cette trajcetoire relslive corome 
une ligne faisaiil corps avec le système de comparaison el cntrainëe avec 
lui ; [lendnnl que le mobile M parcourt cet le ligoe en vertu de son mouve- 
ment relatif, la ligne elle-même vient occuper dans l'espace les positions 
successives qui répondent au mouvement du système de comparaison, et 
c'est Ih combinaison de ces deux mouvements qui produit le mouvcmeal 
absolu du point M par rapport au système regarde comme fixe. II est 
clair que, si l'on connaît le mouvement du système de comparaison 
rapporte aux aïCii Hxesel le mouvement absolu du point, on pourra con- 
struire tous les points de la trajectoire relative. 

EnHo, la vitesse relative du point mobile n'est autre que la vitesse qu'il 
possède par rapport au système de comparaison : elle est donc mesurëe 
par Ib diii'ivcc, par rapport au temps, de Turc de la trajectoire relative, 
et sa direction est celle de la tangente à la trajectoire relative, dans sa 
position actuelle, mcocc par le point M et dans le sens du mouvement 

il rfç 

dt' dt' 

19. Ces delinitions posées, cherchons les relations entre la vitesse 
absolue « du point mobile, sa vitesse relative v' qui vient d'être définie, 
et sa vitesse d'entiainemenl v", c'est-à-dire la vitesse absolue qu'au- 
rait le point M si, dans sa position actuelle, il était fixe au système de 
comparaison. SoientXi, yi, z, les coordonnées de l'origine mobile 0', et 



relatif : 5> 



mposantes parallèles à 0% O'ii, 0% s 
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les neuf cosinus din 
sont des fonctions t 
sent le mouvement 



tcurs des axes mobiles par rapport aux axes fiid 

! temps que nous supposons connues, et qui dm 

u système de comparaison. On a, à cliaqui 

ix =^ Xi + al -*■ br> + rt, 

l-. = z,-i-a^■^c-^W■r,■^-r■X• 



s [|ui l'ont connaiU'c le mouvemt^nl ;ibsii!ii i>i Ir inouvomcnl 
ist connu, et inverscincnr. Dérivanl In |iremmr<:- i''(|iiMti<in pr 
ippon nu leinps, on a 






i premier membre esL la composaiilc t', de lu vitesse ubsolue; le 
remier groupe du second membre est ce que deviendrait t;, si ^, >i, Ç 
ëmient constants, ou si le point M était fixé dans le système de compa- 
raison : c'est donc lu composante v[' de la vitesse d'cnlruînemcnl pariil- 
lélemenl à OX. Le second groupe représente de même la composante v', 
de la vitesse relative, car ses composantes parallèles aux axes mobiles 

,- 1 -;- ) -^ . et ces axes faisant avec OX des a nu les dont les 
dt dt dt 
LUS sont a, b, c. sa projection sur OX sera (!) 

"di'*' dt'^'^tlt' 
9.'é<]Ualion précédente revient donc à celle-ci : 

B'on truiiveniit de même, en diff^rentiant les valeurs de y et de 2, 

; ces i!i|uiiiion^, cl de la réciproque énoncée au K" '5, il suit que la 
« absolite du point mobile est hi résultante de sa vitesse relative et 
a vitease d'enlrainement. 

H donc MV, MV" représentent la vitesse relative du point mobile et 
rvitcssc absolue ilu point eorrespundanl du système de comparaison, 
la diagonale MV du parallélogramme construit sur HV, MV" li^mej;! c/i 
grnndeur et en direction la vitesse absolue du point M. 
Et réciproquement, si l'on tire M\V égal et directement 
opposé à MV", il suit des propriétés du parallélogramme 
que WV sera ('gai et parallèle i MV, donc (a vitesse 1 
relative d'un point par rapport à un système mobile I 
est la résifllnnle de sa vitesse absolue et de sa vitetse d'rnirni 
priie en sens contraire. 

. Composition d'an iinmbre i/uelconqne de vitesses. — Le 
(anglilnire OXYZ, qiio noii^ iivnn^ rct^ardé comme immobile, p 
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supposf^ anime lui-nKÏmc d'un mouvement fiucleoiiquc pur nipport ù 
troisutme syslèmc rcttengulnire AXiYiZi, auquel on rapporteroil le mou- 
vement absolu dn point. Rien ne serait ehangt: nii calcul qui pi-ccèdc ; 
seulement, la vitesse MV, rdsullRnle de In vitesse relative MV par rapport 
au syalème 0'îï;Ç, et de la vitesse d'enlraînemeni MV" du système CçfjÇ 
rapport » OXYZ, ne représentera il plus la vitesse absolue du 



point M, I 

Done, 




issenlemenlsa vitesse relative par rapport. in système OXYZ. 
obtenir la vitesse absolue, c'est-à-dire la vitesse par 
nslèinc AX(YiZ(, que nous rcjjardnns maintenant comme 
système (i\c, nous devron:;, par une nou- 
IIc application du tbëorème ('labli pli» 
ut, cberclier la résultante MVi de U 
esse relative MV par rapport h OXYZ, fit 
I de la vitesse d'entrainemenl MV'" dont le 
point M est animi' dans le mouvement du 
système OXYZ par rapport ii AX|Y'iZi, nion- 
vcmenL supposé connu. D'où il suit, enfin, 
([lie la vitesse absolue oit totale MVi sera la rcsullanic des vitesses MV, 
MV", MV", ou lu diagonale du parnllélipipède construit sur ces vitesses. 
Ce raisonnement s'étend racilement, quel que suit le nombre des sys- 
tèmes de comparaison intercales entre le point mobile et le aystèmc 
d'axes auquel on attribue l'immobilité, et conduit h la règle suivante : 
La vitetHe alisolite du point mobile est la risultaitte de sa vitesse relativt 
par rapporl au premier sy»thne, et de toutes ses vitesses d'entrainemttU 
dues au mouvement dn premier système par rapport au second^ du 
second par rapport au troisième, et ainsi de suite. 

Il est clair que si l'on intervertit l'ordre do succession des systèmea Au 
eomparaison, on ne citangc rien au résultat final. 11 arrive frequemmeot 
que l'on doive considérer simultanément plusieurs rauuvemenis rcInlîrK : 
un corps se meut par rapport ii un bateau, qui se déplace relativement su 
globe terrestre; eelui-ci ii son tour se ment autour de son axe, lequel sa 
Iran.sporic autour du soleil, etc. On dit souvent, dans ce cas, que le corps 
est animé nimultanèmcut de plusieurs ffloucemenfK, expression qui. ne 
doit être entendue que dans le sens défini ci-dessus, savoir : que le corps 
H un mouvement déterminé par rapporl à un système invariable, quÎM 
meut lui-même par rapport a un second système, et ainsi de suite. Li 
rèfîle ci-dessus fournira toujours In vitesse totale ou di.'lîniti\e dont le 



■ 
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lOim mnbilc al nninn' pur nippon nu svslômc i|iic l'on lojçarilc eornmc 
e et aii(]ticl on rupporic tes mouvements nbsolus. 
Ce (jui précède donne un sens nouvcan à In di! composition Ho In viie^ïc 
Vii'iin point piirnllèlomcnt ii trois axes rccltingulnires 0,\, OY. 07., dont 
ÎI a cti" ((ucstion nu clinpilre ppi'ci'dont : les composnnlcs i',, n,, f, pcovent 
être consiilÙK^escnmmc des vitesses simultanées dont 
le point M est nnimé. En ctTct, si l'on imiiginc 
i|ti'iin point glisse nvcc une vitesse relative D^sur une 
ili'tiîle AB eon^tummcnl pnrallèlc ù rnxeOX,peniiiiiii 
<|ne cette droite se nicutdans un plnn EFG parallèle 
il XY avec une vitesse o, pMrallèlc îi OY, en même 
temps ([lie ce plan EKG Iiiî-mémc est nnimd, parallèlement h l'nse OZ, 
d'une vitesse r.-, il rénutle cloiremenl de la loi de composition des 
itcsses simultanées exposée ci-dessus, que ce point mira par rapport 
b sj-stcme OXYZ une vitesse égale à lo rcsiillnnte des vitesses v,, v^, v„ 
■dire ([ui se eonrondrii en grandenr et en direction avec In 
c V (lu point mobile M. Ainsi le mouvement d'un point quelconque 
!lit toujoufs èti-e i-egardé comme une coml)innii>on de mouvements 

14. Mfthode de Roberval. — Ln théorie de In composition des vitesses 
Iffre des applications géométriques tntércssnnles. Quand le mouvement 
d'un point décrivant une courbe peut être regardé comme résultant de 
deux ou trois mouvements plus simples par rapport a des systèmes 
invariables mobiles, il suffît de tmcer les vitesses élémentaires, de 
ronslroire leur résultante par la règle donnée, pour obtenir la direction 
de in vitesse totale et par suite celle de la tangente à la courbe tracée par 
le point mobile. Telle est ta méthode imnginée par Roberval ponr mener 
«tangentes aux courbes. 

; Lb spirale d'Areliiniède, dont l'équalion polnîr 
îat tm regardée comme décrite par un point M qui 
j d'un mouvement unirorme sur le rayon OP = it 
a cercle, tandis que l'extrémité P de ce rayon décrii 
pcle d'un mouvement également uniforme. La vitesse 
ivc dirigée suivant OP, est représentée par une 
nur constante MV". Ln vitesse d'entrninemeiil n'est i 
Epoint H supposé lié au rayon mobile OP; elle est évideuimcnl per- 
idicnlnii-eiiOPelproporli lelli- au r^wiiiOM. Siii[ M\" l'.'lli- MlOM.e 
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d'cnlratnement : la résultante MV de MV et MV" sera la vitesse totale 
du point M ; MV est donc tangente à la spirale en M. 

Cette méthode, dont les ressources seront mieux comprises après les 
chapitres suivants, s'applique aux sections coniques, etc., mais pour 
éviter des erreurs auxquelles Roberval n'a pas échappé, il faut avoir soin 
que les vitesses dont on compose la vitesse du point M soient bien des 
vitesses relative et d'entraînement dans le sens que nous avons attaché k 
ces mots(*). 

Exercices. 

f . Construire la tangente à Pellipsc, considérée comme lieu d*un point mobile 
dont la somme des distances à deux foyers est constante. 

R. Sur chaque rayon recteur considéré isolément, la vitesse relative est la même, mais 
de sens contraire : d*où la propriété de la tangente à Pellipsc. 

t. Tangente à la conchotde, décrite par un point M d*une droite passant par un pôle 
fixcO, et dont un autre point B décrit une droite donnée. 

R, Les vitesses relatives des points B, M sur la droite sont égales, leurs vitesses 
d'entraînement proportionnelles aux dislances OB, OM. 

S. Tangente à la cycloîde. — R, On concevra que le cercle glisse parallèlement à la 
base, pendant que le point générateur parcourt la circonrérence avec une vitesse égale. 
On trouve la propriété connue. 

4. Un point mobile étant rapporté aux coordonnées polaires ordinaires r, 7, 6, 
déduire de la composition des vitesses Pexpression de la différentielle de Parc décrit. 

R, La vitesse est la résultante d*une vitesse relative suivant le rayr n recteur r, d*une 
vitesse dVntrainement dans le plan azirautal, d*une seconde vitesse d'entraînement 
perpendiculaire au plan azimutal : on trouve 

v« =r ----+- r* -— -H r* sm* -^ t 

d*où la solution de lu question. 



(*) On consultera avec fruit, sur ce sujet, une note de Duhamel Sur la méthode des 
tançentei de Roberval; — Sghbu, Théorie der Bewegting und Kràfte-^ — Boua, Cinémaii- 
que, p. Kl. — RisAL, Trailé de cinématiqtie pure^ p. lî). — Lamarle. Théorie géoméiri- 
que det rayon» et centres de courbure. 



■ NT3 SIMPLES D'UN SOLIDE. 



15. Pour étudier le 
vitesses dont ses puinLs si 



^nt d'il 



ioliile, 



I point tic vue des 
s les 



es, nous dislitigucrons les meuvcmenls 
simples, c'esl-i-Jire ceux de translation et do rotation aittour d'iiti axe 
fixe, puis les mouvements plus complexes du solide parallHetiienl à u» 
plan fixe, autour d'un point fixe, et enfin Xcmonvement quelconque d'un 
nolide libre, 

La position d'un solide est donnée, qunnd on connnit celles de li-ois de 
SCS points, A, B, C, non en lij^nc di-olle. Concevons que le point A décrive 
une Irnjcctoîre quelconque uvcc une vitesse quelconque; que lu droite 
AB reste pnrnllèle h elle-même dans ce mouvement, et qu'il en soil de 
mt^mc de AC. Le plan ABC rcsUnt donc toujours parallèle k lui-même, il 
en sera encore ainsi, à cause de l'invariabilité du système, de tout autre 
plan ou de toute autre droite appartenant au solide. Il suit de li que les 
droites A A', BB', CC',... qui Joignent deux à deux les positions d'un même 
point du solide ii deux époques I, t ■+• At, sont toutes é^.ilcs et pnrnllcles, 
et l'on en conclut, en faisant Al inliniment petit, qu'ù chaque instant, loua 
frs point» du solide sont animés de vitesses égales et parallèles. 

l'n tel mouvement se nomme un moavemettt de translation : tous les 
points décrivant des tpajectoires égales avec des vitesses ëgalcs, le mouve- 
ment d'un seul point fait connaître celui du solide tout entier, en sorte 
qu'il n'y a rien de plus à dire sur ce sujet. 

Si, dans un mouvement quelconque d'un solide, S un certain înslanl, 
tons ses points ont des vitesses égales et parallèles, 
on dit que le mouvement du solide est une trans- 
lation instantanée. 

flS. notation autour d'un axe fixe. — Quand 
>lcu^ points A cl B d'un solide sont fixes, tous les 
points situés sur la droite AB le sont; le mouve- 
ment du solide ne peut être qu'une rotation autour de AB. La droiti 
se nomme l'axe de rotation : clincun des points du solide décrit un et 
:iiiloiir lie cette droite. Pour avoir une idée nette du inouvcmcnl, 
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suppose un plan fixe ABC pnssonl p.nr Vnxc île rolalion, el nn scfond 
plan ABU passant aussi pai' l'nxe, mais lié nu solide et tournanl avce lui. 
La posilion de ce second plan dt^tei-minant évidemment i-ellc du solide, 
il suffit de connaître en fonclion du temps l'niigle <^' que fait le plan mobiie 
avec le plan fixe, pour uoniitiitrc le mouvement du solide. La quanlîlé 
(positive ou nrgaiive) dont croil l'angle '^ dans un temps donné, M 1 
nomme le déplacement angulaire du solide. ' 

Soit A'^i le déplacement angulaire qu'éprouve le solide pendant un 
temps Infiniment petit At, à parlir d'un iitslnnl quelconque t. Si le 
rapport de A'| ïi Al est constant, quels que soient t et M, le mouvement 
de rotation est uniforme, cl ce rappori se nomme la vitesse angulatri de 
rotation. Dans le casgcuérni où ij* varie d'une mnnièrc quelronque aveci, 
on nomme vitesse angulaire de rotation h l'époque (, la limite du rapport 

-^ lorsque At tend vers zéro. On a donc, 6) désignant In vitesse angulaire, 

'"' Al dt ' 
Soit MP^= f \a |icrpendiculaire nbiii^sée d'un point quelconque M du 
solide sur l'axe AB : à cause de la liaison invnri.ible qui existe entre les 
points (lu suIJdCf cette pcrpendjculuirc décrit dans un temps infinîmcnt 
petit At, un nngio égal au dcplaeement angulaire A-^ du solide; le point 
M décrit donc un are ég;il h f-A'^i; la vitesse de ce point est donc 

,._n,„r^_/-!a-r„ 



' Al 
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La vitesse d'un point i/nehonque du solide enl done le produit île l 
vitesse angulaire au mente instant ]iar la distance du point à l'a 
rotation. La direction de cette vitesse est Inngenle au cercle que décrit Ici 
puinl M. .'<i la distance fest prise égale à l'unité, i;=^u, en sorte quo U 1 
ttilesse angulaire d'an solide n'est autre ehose que la vilvsse d'un poml J 
de ce solide siluè à l'uniti de distance de l'axe de rotation. 

Pour figurer, par une simple droite, la dii-ceiîon de l'nxe de rotaKonJ 
la vitesse angulnii-c et le sens de la rotation, on porte sur l'axe, Il fuaiit 
d'un point lîvc 0, une longueur OR proportionnelle n )n vitesse angutiÙHi^ 
M, cl dans un sens tel, que la rotation s'cfTccluc de la gauche vers la J 
droite pour un observateur couché sur OB, les pieds en 0, la Uïie en H. j 
Deux 1-ot.uions â vitesses égnies. iiutour d'une ntéuie droile, eu sen« 1 



— f9 — 
loiitpairc riiiie do l'aiilrc, sernionl figurées pur deux droilcs OR, OR' 
rgnlc» et directement opposces. Celle coiivcniion est de haute importance. 

DnDs un solide animi^ d'un mouvement r|ueleonque, il |)eut se Taire 
qu'A un instant donn^ les vitesses de tous les points du solide snicnt les 
mcmes, en grandeur et en direction, que si le solide tournait au tour d'une 
rcrUtne droite avec une cerinine vitesse angulaire : on dit alors que le 
mouvement du solide est une rotation tnsfntitan^e, et que la droite est 
lUiExe inalanlané de rolntion. 

17. Nous nous proposons d'exprimer les composantes reelangulaires 
On ff '"•t ^^ 's vitesse 1' d'un point quelconque M du solide, en fonclion 
de ne» coordonnées X, r;, ï et des nngles directeurs a, ^, y de l'axe de 
ri>liilion. L'origine (-tant en un point de l'axe, soient ta = OR l'i vitesse 
"URiilaire, (î = OM la disLince du point M ù l'origine, /'=MP=3sin MOR 
^un rayon de rotiuion La direction MV de la vitesse du point M étant 
normnlc ù OR et à MP, et par suite au plan MOR, on a les relations 
I cosa- If, + cosfi- r, -t- cosy-u, = o, 



■ ttUK de V = af. Rés 
1> méthode connue, on 



-»■/■', 

i équnlions par rapport h v,, v„ 



(A:^Tv: 



/(ïcosfS— ycosy)»- 



/(i* -h y* -t- s*) (cos* a -H Cl 



• |3 + cos' v) - 



T = =b 



■{xeosx -t- y cos ^ + :i cos y)* 



3 sin MOP 



- 3' cos« MOP 

Lrdouble signe, qui dépend ici des deux ilircctions opposiïcs que peut 
iivoip la vitesse t', va 6ti« délerniinc par la convention laite sur le sens 
ik k rotation indiquée par l'axe OR. 
Menons un plan par OZ et par l'axe de rotation OR,soilRi OR' la trace 
e plan sur le plan XY. Soient 9, 9t les angles formés avec OX par les 
ections de OM et de OR sur le plan XY, ces angles étant comptés 
kivemenl de OX vers OY. Il est visible que le plan ZOR partage le 
tde entier en deux parties, dont l'une renferme tous les points qui 
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ru lui 



: Icill- 



u'Ilciiienl vcr-s le point 
l'imlrc tous lus poinis qui ont i', nt'gnlir. De plus, par la 
■ convention Tiiite sur le sens de la rotation par pap- 
I port II l'ave OR, on voit sans peine que la partie 
I pour l;ii|iie]lc v-, > o comprend tous les points pour 
I les([ucls — 0, est compris entre oct n, celle pour 
I laquelle t^<[o comprend tous les points pourlesrjueb 
- 9, est compris entre n el Stt. Donc, enfin, v, est, 
JT un point quelconque du solide, de mi^me signe 
'que sin (9 — Oi). Or, l'on a, p étant la projection 
de OH sur le pliui XY, 
x = p cos 0, V = t- sin 0, cos a = sin y cos 0„ cns (3 = siu v sin 0„ 




d-o 



y cos a — I cos p = f. sin y sin (6 — G,), 
quiinlilc de iiiiîme signe que sin {9 — S,}, el const^qucinmcnl (|uc r,. Donc 
le rnpport v,: y vos a. — x cos |3 est positiT, et par suite, dans les équations 
ci-dessus, il faut prendre le signe supérieur devant a pour rester d'accord 
avec notre convention sur le sens des rotations. 
Nous avons donc ces formules importantes : 



(.) ,,_„(xc. 


sy-rtos,), 


1 ...-,„(,c. 


. <.-!». P). 


» »c«s«, ucoiP, loco., ion 


[ évidemment I 


OR parallèlcmciil l'i OX, OY 


OZ : en [es .lés 



nous aurons 



(2) u, = « — ;«, 

' 'e.=l>y-qx, 
équations qui rournissenl In solution du problème. 

Ces formules sup|>osent que l'orij^inc de l'axe OR coïncide svoa 
)'urigine des coordonnées : en supposant que le premier point soit placé 
en (ï,, y„ s,), ce qui revienl, d'après les règles de la (ransformiilioii ilc« 



À 



- 2) 

cuordonnécs, i rcniplnccp dnns les pqualions (2) x,]i,z pnc x — i,, 
If — *ft, " — zi, on ipoiivera les équations plipsjçi'néniles 

■L I .,=,(.-z,)-,-(j-j,), 

^M (3) .,-■■(«-»,)-!'(=-=.), 

^■F f ».— p(j— j,)— i(i-«.)- 

^^nU l'aie de rolulion cât panillùlc k l'nxc des z posiliTs, on n p = o, 

^^p*0, r = w, elles c'qualiofis (2) cl (3) se réduisent rcspceLivemeiil nux 

^^Bvontes 

^P (4) e. = — u.r/, «, — «1, ». = o; 

D'après la remarque Tuile h In lin du 11" id, tes Tormulcs ri-dessus suni 
, applicables, non seulcmenl k une rolaijun continue autour cl'im axe iixc, 
^■Bais II une rnlatioii imiltinlaiiée. 



CHAPITRE rV. 

MOUVEMENT D'UNE FIGURE PLANE INVARIABLE DANS SON PLAN. 



18. L'étude des viouvemeitls plans est indispensable à celle du uiuuvc- 
ment d'un solide pnrallèlemenl h un plan lixc ; clic randutt en outre à 
des eonsé(|UGiK'CS grumétriques remarquables et à des l'elations utiles 
dans lu théorie dus nt^nncs mérani<[ues. Nous allons d'abord traiter 
cette question. 

Considérons un plan lixe, dans lequel se meut une (ism-e pliiite et 

invariable, dont la forme est d'ailleurs arbiti'aire. R 

niCTil à deux axes rccinngniaircs fixes dans le 

|dan, OX, OY; A étant un point déterminé de 

la ftj^ure mobile, soient x,, y, ses coordonnées, 

''•T. <lH> , , . 

-T—i —j- sont les composantes de sa vites-r. 

Concevons deux axes A^, An parlant du point .\ 
qui se meuvent en restant parallèles à OX, OY, 
et prenons les poor système ûc comparaison. Le n 
la ligure |iiir rapport à re système ne peut i 
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rotation simple autour du point A, avec une vitesse angulaire variable go, 
que nous regarderons comme positive de Avi vers Al, et négative dans le 
sens inverse. 

Soit donc M un point quelconque de la figure mobile, dont (x, y) sont 
les coordonnées par rapport à OX, OY; les composantes de la vitesse 
d'entraînement du point M parallèlement & ces mêmes axes sont évidem- 
ment 

dxt dyt ^ 

It' If' 

les composantes de sa vitesse relative, d'après les formules (5) du chapitre 
précédent, sont 

» (y — yO> — » (x — xi) (1) ; 

donc, d'après la loi de composition des vitesses, les composantes v«, Vg de 
sa vitesse absolue seront 

dxi ^y« / \ 

1?, = -^-*- «(j— y,), V!f = Yt ""^(-^""^O- 

Déterminons deux quantités a, (3, imlépendantes de x, y et par suile 
du point M que Ton considère, par les égalités 

— «p=--T «î/i, «a = -^ -*- «Xi ; 

il viendra 

(i) Vx = «(y — P), Vj, = — w(x — a). 

Ces valeurs, rapprochées des formules qui donnent les composantes de 
la vitesse d'un point dans la rotation autour d'un uxe normal au plan XY, 
montrent que 

Les vitesses des différents points de la figure mobile sont^ à chaque 
instant, les mêmes en grandeur et en direction, que si cette figure tournait 
avec une vitesse angulaire tù, autour d'un certain point C du plan, 
déterminé par les coordonnées a, fi. 

Le point C de la Ogure a évidemment une vitesse nulle. 



(f ) Dans les formules rappelées la rotation avait lieu autour de Taxe des z positifs, 
donc de OX vers OY. Pour les appliquer au problème actuel, où les rotations positives 
ont lieu de OY vers OX, il faut évidemment y remplacer w par — w. 
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et, j3 M)nt cil ({i-nc-rni des fonctions <lu Icmjis. Le point C vnric ilonr ince^ 
simimciit lie position dnns le plim, u'csl poun|tioi l'un donne fi i;e puîril 
rciaanjuuble le nom de centre inslantatif. de rotation, el l'on dit pour 
nbn'jjcr que le mouvement de la ligure, à eliaqiiu instant, est une rotation 
nulour du point C. Mais îl importe de ne pus perdre Je >ae le sens esacl 
de cet ênotivé; en réiililé, comme le point C est inccssammenl vnrïiiMe, 
il n'y a jamais de rotation proprement dite, mais les vitesses des divers 
putnls de la fî^jurc sont les mêmes, ù un instant quelconque, que si 
ccllc-ci tourniiil elTeetivcment autour du point C fixe hvcc nne vitesse 
niigulaiiv ou 11 suit de là que, pour un temps inliniment i>etit Al, on peut 
raleuler les quantités du premier ordre euminc si la ûgurc tournait d'un 
iingle uA( autour du poînl C, mais on trouverait des résultats faux si l'un 
étendiiil celte Tietion au calcul de;; quanlilt's d'ordre su|>i.'ricur. 

■ 0. Cuméqttmces. — 1° Les normaUs aux trajectoires i/ue décrivent 
1rs différents pointa de la figure mobile, à un même instant, vont toutes 
concourir en un même point qui est le centre instantané correspondant à 
cet imlani. Ciir la vitesse d'un pcinl M, cl pur suite In langiitilc à su trajec- 
toire, C6i dvidommcnt normale au riiyou de rotation CM. On arrive k celte 
mOine conséquence en éliminant m entre les équations (i), ce qui donne 
V. ■ dr y — [3 . dx 

V, dtj X — a j I ^y\ 

donc lu point (a. fï) est sur la normale ù la courbe que décrit le point {x,y). 

â" Lu viltsse d'an point queUonifue Je la figure nwliile est le produit 
de ta distance au centre instantané par la ritcsse angulaire w de la 
rotation instantanée, au tnénic instant. C'est une conséquence <^videole 
de ce qui n ùlâ établi au n° IR sur les vitesses des jioiiits d'un solide 
toiiriianl autour d'une droite, 

3° La vitesse atigulaire avec laquelle la figure tourne autour d'un de 
ses points est la même, au même inslantj quel que soit ce point. — Car 
la quantité u, qui mesurait la vitesse angulaire de la rotation i-elalivc 
auluur du point A, se trouve être lu vitesse angulaire de la rotation 
nslaninnéc autour du ceiiire C : elle est donc indéjtcndantc du clioix du 

liât A dans la lij;ure en mouvement. 
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90. Considérons le inouvciiii^iit continu Oc lu li}tni-c pcnilniil un temps 
fini. Le centre inslnnlnné C ëtnnl variable, soil ACI) la courbe qui est It 
lieu de eu point dans le plan fixe XOY. D'autre part, ce centre se déjilaw 
iiussi pur rnppoi'i k la fîi;iire Dinbiic, et le Vwu des posiiions qu'il vient 
occuper successivement dans cette figure est une certaine ligne, sa trnjw 
toire rcliilivc : soil A'CD' la position de celle trajectoire 11 l'instant ronsl- 
dci-ë. Concevons maintenant un point mobile qui coïncide h cliai]ue 

insMnt avec le centre instnniuné C : sa vitesse absolOF 
est celle qu'il possède par rapport à XOY, ou s m* Il 
li[;nc ACIt; sa vitesse relative, celle nvcc laquelle II par- 
cniirt la courbe A'CH' sur la figure mobile; enfin, n 
vitesse d'entraînement est nulle k cliHque instant, puis- 
que le point C de In figure mobile a une vitesse nulle. 
Donc la vitesse absolue et la vitesse reinlivc de ce point C coïncidctil en 
grandeur et en direction; d'oi'i il suit : i^que les courbes ACiî, A'CB' ont 
même tnn}[entc nu point commun C ; S' que le point mobile pareourl 
sur sa trajectoire absolue ACB et sur sa trajectoire relative A'CB', dans 
un même intervalle de temps, des arcs rigoureusemcnl cg8U)i:, donc les 
arcs compris sur CCS deux courbes, entre les points qui vieniicntsucccs- 
sivement coïncider deux ik deux, sont dgnux, ce qui caractérise le romle- 
meiit d'une courltc sur une autre sans glisseinenl. D'où ce beau ih^o- 

Le mouvement cimliun d'une figure plutip tlans son plan, (/uel qu'il 
«oit, ]>ciil toujours être vèalisè en fuimiit rouler, sur une courhe fixe 
dans te plun, une courbe invariablement li^e à la figure mobile, ta 
première est le lieu du centre instantané de rotation dtius le plan, ta 
seeotide est le lieu de ce point dans la figure : le point de contact de c 
courbes, il un instant donné, est le centre instantané pour cet instant. 

91 . Application à la conatruclion des normales aux courbes. — Quand 
les conditions géométriques qui définissent le mouvement de In figorc 
invariable sont données, on en déduit la construction du centre instnatanj 
pour une position donnée de la ligure, et par suite (19, 1") la normale i 
la trajcctoitc d'un point quelconque de la figure. Toute ligne qui 
être décrite pur un point d'une lijjurc invariable qui se meut suivant um 
loi cunnue, donne donc lieu ii une eunsiruclion Tucile de la normale. 

Les conditions qui définissent le déplacement de la ligure sont d'ordi- 
naire les suivantes : i" Une ligne A'CB' de lit figure roule sur une ligue 
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fixe AOB. Le rcnlre in$lfinlQiié csl imradilititcmonl i^nnnii : c'est le |ii)iiU 
de coninrt C itcs dciiï lignes. — Tel esl le cas de la cyi-loïdc : elle esi 
deerilc par un point M de In circonrérencc, ou, plus génërnlenicnl, dn 
filau d'un corde cjui poule sur une droite (he OX. La normale k cette 
tourbe s'obtienl donc en joignant le point );t'iiériiteur M au point de 
conlartC, lliëorènic connu. 

SI" Deux points délerminéa A cl H de la figure sont osstijetlis à 
parcourir deux lignes données, PQ, RS; les normales à ces courbes, 
rcs|iceiivcmenl, en A et fi, se coupent évidemment bu centre insliintnné 
C coiTCspundant A la position acluellc de In lîgnrc. Ce point connu, on 
applique la construction. 

5' Une ligne Py, faisant partit de la figure vtoliîle, doit tuiicher 
eoiutaniment une ligne RS, fixe dans le plan. — Concevons un point 
mobile M qui coïncide k chatjue instant avec le puïnt de ennUiet des deux 
courbes PQ, RS : sa vitesse absolue MV est lengcnl« à la courbe fixe RS ; 
sa vitesse relative MV par rapport à la ligure mobile, esl tangente à PQ 
qui est SB trajectoire relative. Ces deux vitesses étant, par condition, 
dirigées suivant une même droite (dans le même sens | 
ou non), Iti vitesse d'entraînement MV" est t 
dirigée suivant cette droite. Ce qui nous apprend 
■[(te le point de la figure mobile actuellement en M i. 
sa vitesse dirigée suivant la tangente MV ; donc, en 
venu du théorème fonJamcntiil (19, i-), la no> 
(«lur/wjt PQ, RS, menée par leur point de contact urtm 
le centre instantané correspondant C. l!ne autre con<lition sera nécessaire 
pour nebevcr de déterminer C. 

Le ras du roulement de PQ sur RS est celui où les vitesses MV, MV 
sont égales et de même sens : la vitesse d'cnirotncment est alors nulle. 

11 suit encore du théorème précédent que, si une courbe PQ se meut 
iJjns le plan, l'enveloppe des (losilions successives de cette courbe peut 
être regardée comme une ligne Gxe RS à laiiuellc elle reste toujours 
Uiugoiile. Le point où la ligne mobile, dans une de ses positions, touche 
suti vovvloppe, s'obtiendra donc en abaissant du centre instantané corrcs- 
jioiidanl, déterminé par les conditions qui règlent le mouvement de la 
ligne PQ, une normale i\ celle-ci. 

i" Une ligne PQ invariablement liée à la figure mobile, est assujettie 
(i i>a»»er toujours par an point fixe A du plan. Cas particulier du précé- 




lel SI, 



t passer par 



denl : lu courbe HS se nîduit au point A. La normale h PQ iiiciii^c par le 
point A, dnns une position donnée de la figure, passera par le centre 
instantiinë de rotation correspondant à cette position. Un raisonnement 
ilii-ecl conduit à la même conclusion. 

9S. Exemples. — l' Une droite AB, de longueur conslanlc, glisse par 
SCS extrcmitL's sur dcu\ droites données OX, OY. Un point M de cette 
droite décrit, comme on suit, une ellip:«c. On demande le centre 
instant^ni!, lu normale à l'ellipse, la courbe fixe et la courbe rotir 
lanle, etc. 

Un point A de la ligure mobile décrivant la droite 0.\, la pcr|>eadiGU- 
laire k 0\ menée pnr le point A doit passer par le centre insianlanc C; 
de même pour la normale à OY menée par le point II. Le point C csl 
donc déterminé, et l« droiu; CM est la normaleii l'ellipse que décrit le 
point M. 

Dans le ({iiadrilutêre OACB, les angles A et B sont droits, l'angle O est 
conslunt, dom- luissiruiiglc ACB, et puisi|ueABcst de longueur constante, 
si l'on décrit sur celte corde le segment capable 
de l'angle ACB, on aura un cercle passant pnr le 
point et qui est le lieu du centre insianlanc sur 
bi ligure mobile, ou la courbe roulante. OC csl le 
dinmêtrc de ce cercle; 0', milieu de OC, son 
l'ciitre. Lu distance OC étant constanle,il est clair 
que C décrit, dans le plan fine, un cercle de 
riiyoM OC cl de centre : c'est In courbe fixe. Le mouvement de la 
droile AU sur ses directrices peut donc être réalisé en Taisant rouler inté- 
rieurement un cercle sur un cercle de rayon double. L'ellipse est doue 
une kyjKKtfclo'ide — On observera que dans ce utouvcmeut cbuijuc poÎDt 
situé sur la circonréreneu du cercle roubnit décrit une droite passant |Mr 
le centre du c«rclclîxe, 

2" l'odaire {l'tiiie eotirhf duniiée US fMir rapjiorl d iiti point fixe 0. — 
I On peut lu concevoir comme engendrée par le commet Ni 
d'uu angledroitUM.M, dontuncAtéMMitoucbelnlignoltS 
cil M, l'autre càlépasiiantcoustamment pnr IcpoinlfîxcO. 
D'iiprËs ce <|ui précède, les normales h ces cAlés BliM 
et MiO, menées respectivement pur le point de eontacl M 
: 0, se coupent au centre inslniitiiué C. La drnîie CM) 
L- clicrchéo à la podaice. On voit pin- le rertaiigle 





j.nr le point 

.1 donc lu non 



CMMiO que CMi passe |uii' II- milieu (ic lu ili-nUc OM, ce qui riimênc k 

*construcli«n connue (I). 
3* Une (Iroilc ilu longueur conslnntc Ail s'nppiiic par ses cxtréniitds 
F deux circonférences ei O'. 
Le centre inslanlnnc C est nu point de concottr^^ îles Mvnn-; (lA, O'IÎ 
prolongés; CM est In normtile b la Irnjecloire 
(l'un point M de lu droite AU. 

Les vitesses des points A et B sont cntr'illcs 
eomiitc les dislnnccs de ces points nu point C, 
donc dans le rnpport 

► rA_siriCnA 

CB~siaCAlj' 
Mnis si u, u' di*sij;nent les vîttrsscs angulnires des rnyons OA et O'B 
uutour de leurs centres rcspcclîrs, les vitesses des points A cl It sont 




F 



I c>'-0'|} si 

' Les vitesses u cl m' sont c 
nbiiixsécs des centres et O' 
blablcs inontrnnl que ces perpendicu Inires 
:ments OD, O'D, on n 



en raison inverse des pcrpendieiilnircs 

la droite mobile. Et les trinnjjlcs sem- 

entr'elles comme les 



O'D 



e'cst-ù-dire que tes viles»es ungtitaiift des raj/oiis OA, O'D aulviir de 
triirs pirot» rugpectif» sont en i-aigon hicerse des segments que fait lu 
^tkoili- iiioliile Al! sur fa droite 00' r/iiî joint ces jiiKols. 



U. On cherchera U vitesse rplative du peint B autour itii |>oiiit A, ce igui donnera w, 
d'où l'on déduira les disUnecs AC, BC. 

S. iVormalc à la eaiirhoïde Icliap II, ci. 3). — A. BC nomialc i la droite AX que par- 
court le point fi, OC noriDiiIc ■ la droilv moliile UDM qui passe par le point lixe O, le 
coupent, au centre instantané C. IIC ost la norniole à la eonchoîde eu H. Le lieu du point 

IC dans le plan fixe est une parabole ayant pour sommet et pour 
u\e UD« perpcndlculnire à AX ; dans la Cgurc mobile, le iîeu du point 
C csl une courl>c dont l'cquulion polaire est de la forme 



. L'envcloppc! des taugeiiLc: 






\ trajectoires que décrivent, i un 
le droite mobile, est une partboll 
'litre inslantatic actuel et le sommet à la projec- 
I tioti de ce centre sur la droite mobile. 

«. [lue droite de longueur constante Ail; le point A parcourt uu 

cercle li«e O, le point B une droite OX passant par le centre du cercle. 

I Trouver I* la normale n la trajectoire d'un point M de la di'oitcmubn*; 

c Imjectoirc ; 3* la lieu du centre inslantand, dans le plan et dan* 



a longueur AB; l'cquotion p 



S° l'i'i|uation dt 
la figure mobile. 

A. Soient 1 le rayon du cercle, 
rapportée à et à UX est 

r" — ï or eos' 6-t- a' — o' =^ ; 
l'équation polaire de la courbe roulante, rapportée au p6U A et à l'axe polaii 
;' (-■-«)• sin' (! = (!• -a'IC^- !•)■ 
Soit iM la distance du point M an milieu de AB; le lieu du point M, rapporte a OX, OV, 
a pour équation 



la courbe fi' 



!AB,esi 



fy: 



». Une courbe PQ glisse par uu de ses points M sur une courbe lixe HS : 
le contre instantané de rotation pour une position donnée de PQ, cl montrer que h 
oorranlc en M à la ligne PO roule sur la développée de la courbe ftS. Si, au contrain, l« 
point M lie conlael était un point donne de la courbe BS, la développée de la eourbe PQ 
roulerait sur la normale à la courbe RS en .«. 







93. Moui'emeiil parallèle d un plan fixe. ~So\l un solide quelconque 
S et un plan lixc MN; un pnint A <lii solide di'cril une trajectoire AA' 
plane et parallèle nu pinn MN ; une droite AR du solide, normule on plan, 
reste conslHDiment parallèle h elle-même. 

II suit des principes de In géomëti-ic l'que le point B du solide décrira 

le courbe plane BB', parallèle à MN, parlaitcment <!galc à AA' ; 3° que 
deux points A, B auront h chaque instant des vitesses égales et paral- 
lèles, eL qu'il en sera de même pour tout autre point du solide, situé sur 
la droite AB; 3° que tout autre point C du solide, étant à des dislances 
invariables de A et B, ne peut se mouvoir que dans un plan parallèle au 
plan MN; 4° qu'enfin, deux points quelconques du solide situés sur une 
même pct'pendiculairc uu plun HN, ont n chaque instant des vitesses 
.<^ales et parallèles cl décrivent des trajectoires égales, 
r Le mouvementdu solide, ainsi défini, est àh parallèle au plan fixe if^. 
m II suit évidemment des propriétés précédentes que le mouvement d'un 
iKiïnt du solide fait connaître le mouvement de tous 
les points situés sur une droite normale au plan 
MIV; donc, si l'on connaît le mouvement de la sec- 
tion Taite dans le solide par le plan Mi\ (ou par un 
plan parallèle h MN), on connaîtra cntièremcrii tr 
mouvement du solide. On voit donc que le munir- 
menl d'un solide parallèlement à un plan fixe se raii 
d'une figure plane lur aon plan, et qu'il nous s 
propriétés dtWeloppccs au chapitre IV, 

SoitC le centre instanlané de rotation de la section plane, k une 
«époque quelconque, CZ une normale au plan MN; tout point du solide 
-ilué sur CZ n une vitesse actuelle nulle, et tout point du solide a la 
I Firme vitesse, en grandeur et en direction, que si le solide tournait 
'tueflcment autour de CZ avec une certaine vitesse angulaire. Ainsi le 
ntouvemeiit du solide est une rotation instantanée, et CZ est l'axe imtan- 
de rotation. 




mèueaii moiivumenl 
I d'appliquer ici les 



Soient ACB la courbe fixe, A'CB' la courbe roiiltintc dont le mouve- 
ment sur ACB réalUc le déplacement de la section plane dans son plan. 
Le lieu de l'nxc instaulnnè de rotation dans l'espace est évidemment la 
surface cylindrique qui a pour base ACB et pour geDcratrice CZ; de 
même, le lieu de l'uxo instniiUiné dans le solide est la surracc cylindri- 
que donl A'CB' est la base, CZ la génératrice. Concevons que ce second 
cylindre soit lie au solide et se meuve avec lui : il est clair I* qu'i 
chaque instant les cylindres AZCB, A'ZCB' se touchent tout le long de la 
génératrice commune CZ, c'est-à-dire de l'axe actuel de rotation; 2° que, 
les courbes A'CB', ACB ne faisant que rouler l'une sur l'antre, il en est 
de même pour les sections plnnes faites par un plan quelconque parallèle 
& MN dans tes deux cylindres; donc ta surface ct/lindri'iiie i/ui eut Ir lieu 
lie l'axe instantané dam le solide ne fait que rouler, sans glisiement, sur 
la surface cijlindrique qui est le Ueii de l'axe inêtanlané dans l'espace. 
Nous exprimerons cette propriété remai-quable en disant que le mou- 
vement le plus général d'un solide parallèletnent à un plan fixe est un 
roitiemeni cijlindriifue. 

34. Mouremenl autour d'un point fixe. — Pour étudier nnalytiquc- 
ment le mouvement d'un solide fixé par un point 0, nous concevons 
trois nxes rectangulaires fixes 0\, OY, OZ, pas- 
sant par ce point, et trois axes 01, Or„ Of^ liés 
au solide et emportes dans son mouvement, de 
snrie que leur position h un instant quelconque 
suffît pour déterminer celle du solide. Soient, 
comme au Ch. Il, a, b, c, a', h', e', a", b", c" les 
neuf cosinus directeurs des trois nxes mobiles 
par nipport à chacun des axes fixes, k l'époque (; x, y, s les coor^ 
données par rapport à O.XYZ d'un point quelconque M du solide; ^, r„ Ç 
ses coordonnées invariables par rapport au système mobile O^r^. Nous 
avons donc les relations connues 

{!) a-fl'S-^fc'^-Hc'Ç. 




„f, + „■(,' + „-6"=,o, 
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Les dërivéeS; par rapport au temps, des coordonnccs x, y y z nous 

donnent les composantes de la vitesse du point M^ parallèlement à 
OX, OY, OZ : 

- da dh ^ de 

, . , ,da' dh' ^dc' 

(4) ^»=«dr-*-^rfr-"'îrfr' 

- da" dh" , de" 

Pour les composantes Uç, v^, vç de cette vitesse parallèlement aux axes 

mobiles OÇ, Ow, OÇ dans leur position actuelle, nous aurons, d'après le 
théorème des projections, 

IVç = ai?, -4- a'Vy -♦- a"r„ 
V, = 6»x -♦- 6'î?, -4- 6"y„ 

Mais les équations (2) et (3), différentices, nous donnent 

da ,da' ,.da" 
i-, — h a'— T" -+- » — r- = o, 
dt dt dt 



/^x jl'"> a.^*' a..^*" 

de ,dc' ,,dc" 

dt d< d< ' 



db , d6' 

c -=- -4- c' -r- 
dt dt 



dt \ dt dt dtj'^ 



j de ,dc' „dc*' / da ,da' „d(^ \ 

(7) ( «T -+- a'-y--t- a"-7- = — 1 c-n -4- c'-r7--4- c"— T- ) = flr, 
^^' ^ dt dt dt \ dt dt dt ) ' 

,da ^,da' ,„da'' / db ,dV ,ilb"\ 

6 -r- -4- 6' -r- -♦- 0"— r- = — ( a -=--4- a -7- -4- a" -7- l = r, 
d« de de \ dt dt dt ) ' 

Py f, r désignant donc des quantités qui dépendent seulement du mou- 
vement des axes mobiles. Portant dans les équations (5) Içs valeurs (4) de 
V,, Vg, V, et ayant égard aux formules (6) et (7), on trouvera 

/ Vç = çÇ — rriy 
(8) «.«r^-pÇ, 



Or, si nous ropprochons ces valeurs de i;|, ",» "ç des lîquniions (ï) du 
N" 17, nous en concluons iramddiiitcuicnt que lei vitesses de tous Us 
points du solide à un instant quelconifve sont Us mêmes, en gramUur et 
en direction, que si h solide tournait actuetUment autour d'un axe OR 
passant par le point fixe et ayant pour projections respeettnes sur Us 
axes OÇ, Ofl, OÇ, les quantités p, q, r, Oélinies par les relolions (7). 

Le mouvement du solide à ehaque înslant est donc une rotation inslsii- 
tanëe, et OR est Vaxe instantané de rotation. Les cosinus directeurs de 
cet axe rapporté k 0^»?^, cl Is vitesse an^iikire u de lu rotation instania- 
née, sont donni!s par les formules 

M = (//j' -*■ 7*-»- r*, cos a = - > vos[i^=J , nos y = - ■ 

Les ilquiilions (8) Toni voir d'ailleurs que tout point du solide sil 
lo droite dont les équations sont 

£ >! Ç 



iree^BH 



a nctiiellenicnt une vitesse nulle. 

SS. L'axe instantané varie incessamment de grandeur et de dire 
puisque;*, 7, r sont des Tondions du temps. Le lieu de l'axe OR par 
rapport au système fi\c OXYZ est donc une surface conique OARB dont 
est le sommet. D'autre part, cet axe se dcplucc dans l'intérieui- du solide, 
cl décrit par rapport au systèntG O^n!^ une autre surface conique : soil 
OÂ'RII' celle surface dans la position qu'elle occupe actuellenient, OR 
étant l'nxe instantané ou la gcnératrire commune aux deux cdncs. Si l'on 
coupe ces deux surfaces par une sphère de cenlrc et de rayon quelcon- 
que, on démontrera, par un rnisonnemcnl déjà employé dans l'élude <lcc 
mouvements plans, que ta section A'RB' du cône mobile roule, i 
glisser, sur la section ARIi du cânc fixe. Il suit évidemment de lA 1° que 
les surfaces coniques OARB, OA'RB' ont même plan tangent tout le long 
de la génératrice commune OR; 2° que les partions de ces surfaces 
coniques, comprises entre les génératrices qui viennent successivement 
coïncider deux-&-deu\, sont égales; en d'autres termes, que le cine 
OA'RB' roule simplement sur le cène OARU. D'où ce théorème général, 
qui fournit une idée nette du mouvement : 

Le mouvement le plus général d'un solide autour d'un point fixe 
est réalisé en futsunt rouler un cône, lié itu solide, (wr un rdiip /txi 



( eiiiics étant le lieu de l'axe instantané 
mier, le lîeti de cet axe dann le solide 



même soinniftO; le second de ci 
lie rolafion dan» t'eapiice; le pn 
même. 

Les composantes p, q, r Je l'use îiislnnljint-, qui sonl donnvcs piir les 
formules (7} en ronelJon des quantités o, b, c,... dont dépend le mouve- 
ment des axes mobiles, jouissent de propriétés remarquables que nous 
étudierons plus loin. 



■ . Démontrer les rein ti 01 



JCxerrires. 



K. On fomparcm les rakura de r„ v„ v, dos éi[iiiilions (4). avec celles c; 
drduil des c[|uations (S) et du lliiian^ine d« projections. 

t. Démoiilrcr que l'itxe instantanc de rotation OR ne peut occuper ii 
invariitile ilnns le solide, Mns i^tre également lixe dans l'espace. 

S. Un solide, Giê pur un point 0, se meut de l^lle manière que deux de ■ 
IPA et OB, eoinpreniul un angle droit, se meuvent respoelivrn 
,\x\i» deux plans fixes OO'X, (M'Y; on connaît ta vile.ise nngiilairc 
I de la droite U.t dans le plan OO'X i répac|ue I. On demande 
de déterminer l'axe insinntanéi' OU, la vitesse angulaire i' de In 
ilroilv OB dans le plan OO'Y et la vitesse angulaire u de ta rolalion 
intanée, au m#mc instant. 
'. Soient ) l'angle des deux plnns fixes ; s el ;^ les angles O'OA. O'OU, de : 





de deux plans, respecti 



V'^^^M 



4. Soient, dans teraoïiïrniPtilaiilouri 
l'axe instanUiié se déplace liana IVspa» 
narmalrinonl n t'axr instunliiiicituiis Ir i 



npaiiiirnc,6larilvs»ingul*iK«vect(qa*Uc I 

■, p IcB rayons ile ruurliure des si 

G liiert lerâiie rnulant, 6 l'uniléde disUrMe I 



•(^0^ 



CHAriTRB VI, 



DE LA RÉDUCTION DES MOUVEMENTS D'UN SOLIDE. ET DU MOT 
D'UN SOLIDE ENTIÈREMENT UBRZ. 

se. liéduclioH des moueementê de translation. — Soit unsolîdvS 
iiniin«^ siintttlaJiéitiettl de pliigicur» mouvemenls de Iranslalion, dans le 
sens nUnctiii h celle expression, snvoîr, que le solide a un mouvement de 
IruusIatioR par rapport à un système invariable 0'^»Ç qui a lui-itirme 
un niouvcinenl de translation par rapport k un deuxième système OXYZ, 
et ainsi de suite. D'après In règle de la composition des vitesses dans 
II» mouvements relatiTs (IS), In vitesse absolue ou totale MV d'un point 
quelconque M du solide sera la résultante de s» vitesse relative MV |»r 
rapport au système 0'E>îÇ, de sa vitesse d'cniraincment MV" duc 

jvcmenl de ce premier système par rapport an second, et ainsi de 
suite. Hais pour tout autre point M' du solide, en vertu de la défini- 
tion même d'un mouvement de Imnslalion, la vitesse i-clative sera vga\e 
cl parallèle k MV, )a première vitesse dVntrNÎncmcnt à 
toutes ses vitesses composantes seront respectivement (égales et parnllèles 
& celles du point H, cl il en sera de même de su vitesse totale. Donc 
tous les points du solide ont, à un même inslanl, dans le mnuïcmenl 
absolu, des vitesses égales cl le mouvement t/« solide est une traïutlatioK, 
dont la vitesse est déterminée en grandeur et en dîreeltuu par celle d' 
poinl quelconque M, e'cst-&-dire par lii ennstruetion indiquée. D'où ee 
théorème : 

Quand un solide eM animé d la fois de plusieurs Itiimlulions, 
mouvement total est une Iranglatîon, et l'on olitient, à chaque instant, ta 
vitesse de eette tranalatiim, en portant à partir d'un point nrhilraire M 



lien ilroilfs reprisentuitl les vitesses correspuntlantm « rhu 
liiiits relatives Honl le solide est animé, et en coiistfuli 






ul Iti 




^B II est cluir i|ue ccItc régie s'iippliiiuc c'gaIcmcnL nu eus i 

^^■Blts compoiiiiiits srrnicnl des translations instaiiUim'ex. 

^^■.S7. RfducHon des rotations autour d'ajres roiiniiir 

^Bibord un solide S nntmc de deux ■■odiliiins simul- 

^Uinëes autour de dc»% axes se eoiipnnl en un poiut U, 
en sorte que son mouvement relatif à O^^Ç est ono 
rotation représentée par l'axe OP (16), le niouvemcjil 
de 0?>)Ç étant une rotation n^présentée pnr l'nxe OP', 
Soient, parallèlement à trois axes rectangulaires OX, OY, UZ, ji, i/. r les 
composantes de l'axo OP; p', (/', r* celles de l'axe OP'; x, j, i les coor- 
données d'un point queleonqiic M du solide. D'après les Tormiilcs (2} du 
rlinpilrc IIl, tes composantes |iRrallè]cs à OX, OY, OZ de la vitesse relative 

^dii (toiiit M sont 

^^h f/z — r;i, rx — pz, pif — qx ; 

^^Hlcs lie sa vitesse d'enlrnîncmcnt 

^Ê '/': — <'/' r'x — p'z, p'y~q-s 

^Hbnc, les composantes de sa vitesse absolue sont 



inc, les ce 

q-)z — {r-\-T')y, [r -^ r')x~{p ■*■ p')z, fp -+- p') y — (,, + 7') «. 

Ces expressions, en vertu des mêmes Tormules, font voir que le solide 
lurnc ncluellcment autour d'un axe OR passant par 0, et dont les compo- 
santes suivant OX, OY, OZ sont rcspeclivemcnt p + p', i/ ^^- i/\ r -t- r' ; 
d'où il suit («} que Oit est la ri'sultante de OP, OP'. 
D'où ec tliéorcme : Quand un solide «st animé de deux rotations simul- 
autour de deux axes passant par un même point 0, son motire- 
eil une rotation autour d'un troisième axe passant par ce point 1 et 
I mine, à partir du point 0, les axes représentatifs OP, OP' des rota- 
simultaitérs, la diagonale du parallélogramme construit sur OP, OP' 
taxe représentatif de la rotation totale. 

ittc règle constitue le parallélogramme des rotations ; comme il ne 
;it lODJours que des vitesses dont les points du solide sont animes, elle 
ipUque aussi bien k des rotations instantanées qu'à des rotations 
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^a. Il siiil livLik'tRmcni ik' la ir^ic |ir('irc<Jcnlc ijuo îles rolnlions 
simulUiiiccs i^n nombre (juelconquc, tloiil les t\\fs partent d'un indine 
puini, se réduisent ù une i-olaijon unique dont l'iixc rrprrscnlnlir est h 
riisultRntecIi'snxes rcprùscntuiirs des roliitions dunnëcs. En piirttt-niicr, 
si le sulide tourne simiiltnnt'uicnt nuiour de trois axes 01, O), OÇ se 
coupimt à imKlps droits, nvcc les vitcst^es Angulaires respcelivcs p, 7, r 
(que l'on nlTectc du signe + ou du signe — suivant le sens dans lequel 
chaque nxo de rotation est dirigé à psrlir de 0), le mouvement lotdl du 
solide se réduira & une rotnlion instantanée autour de la diagonale Oit du 
pnralléiipipôde construit sur les axes de ecs rotations ;), 1/, r. Donc, lu 
angles a, |3, y que fait OR nvec Of , Or), OZ, et la vitesse angii luire u de la 
rotation instantanée, seront donnés pur les Torniulcs 



M = [/;,*-■-,,• -H r'. 

Celte reiuurquc Toirmit une nouvelle interprétation des quantités/), f^, r 
que nous avons introduites dans la théuHc de la rotation autour d'tiD 
point fixe. On voit qu'elles rcprcsenleni tes vitesses des trois rouiiions 
simultanées qu'il faudrait imprimer au solide, autour des axes mobiles 
0^, Ol, Oi^, il un instant quelconque, pour lui donner la rotation inslun- 
tanéc OR dont il est animé à la mémo époque. 

ltéciproi|uemen[, toute raltition instantanée ou continue autoni* d'un 
axe quelconque OR pourra être remplacée par trois rnlalious simultanées 



autour (le trois axes rectangulaires de même origine que hi 



el lus axes t 



irésentalifs de ces roliilions relativt 



■ délcrmi- 



p. 7. 

premier 

ncnl, soit par la eonstruetion du parallétîpipède, soit par les Tormules 

ci-tlu>sus qui donnent p, t/, r en Tonction de w, a, [3, 7. 

89. I.n lliéorii- du 1 1 rom|io«iiion des rotations conduit a exprimer }& 
<ompoïnUe^ ;*, q, r de l'nxc instantané OR, 
din^ Il rotation auluui d'un point fixe, non 
plus au mo^en de luul ronilion» a, h, r, . du 
leinp-> Inès cntrellts pir six (quatioiis, nnis ou 
mnjen de trois an^ilcs seulement, qui sufGsenl 
piiur définir la position dos axes mobiles par 
rapport aux axes fixes. Soit 0\| la trace du 
V le |>l;iii \Y, j/ = XOXi l'angle compri* entre reite Iraee et 
f ^ .\|0Ï l'angle enlre cette tiaec O.X-, et rii\c OJ dans le 
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[ilan ir,; (î = ZOÇ Tanglc compris cnlrc les axes ;)OS((i/b OZ, OÇ. Lu 

li-ncc OXi normale au plan ZO^, est menée du cdte de eu plnn où ta 

roUiliun île OZ vers 0^ nuriit Itcii de In gnuche vers In droite; l'iinglc '^ 

esi eomplé à partir de OX, positivemcRt dnns le sens de OX vcrsOT, 

de o" il 360° ; l'nngic <p est compté àpnrtirde OXi duns le sens du 0^ 

vers Ori, de z<!fu ù 360°. Il est eliiir que In connaissance des angles 0, (ji, (p 

suffit poiirdérenninerconipiéleracnl In situation du système O^kÇ et par 

H^ite relie dit solide : on peut donc exprimer p, q, r en fonction des 

Hbgles 0, 'i^, tp cl de leurs dérivées pur rapport au temps. 

^P Pendant un temps ïnlinimenl petit dl, le système Oi/i^ (-jiroiivc un 

dêplnecnicul inflniment petit, et les nnRies 0, ■i/, ip varient de «juantités 

infiniment petites (JB, ((tj/, d\. Or, on peut produire ces variations, et par 

ronséqucnt amener le système 0|2;Ç dans sa nouvelle position, par trois 

rotations simultanées, en faisant tourner ce système d'un an|;lc éj;al fi d'if 

autour de l'axe OZ, en môme temps que le plnn ^r, tourne autour de 0X| 

d'an angle égal à d^i, el que, dans ce plan Çv], les axes 0^, 0>i tournent 

^Kulour de OÇ d'un angle éj^al à d-^. On voit par là, évidemment, que le 

^^■{tlacemcnt inGniment petit tolnl du solide, et par suite les vitesses de 

^^B différents points à l'instant I que l'un considère, sont les mêmes que 

^HFle solide tournait simullanément nuluur des trois axes OZ, OXi, OÇ, 

H„ , . . (/A (M ^T. ^ , . ,. , 

Hwnc les Vitesses anjjulaires respectives —> -j-t —1 dans le sens indique 

par les signes de ces dérivées. Donr, si l'on compose ces trois rotations 
insianinnécs, on retrouvera en grandeur el en direction l'axe instantané 
_^ rotntion OR, dont les projections sur 0^, On, 0^ sont p, tj, r. Doue, 
|l appliquant le premier théorème sur les résultantes, on nui-ii 



™.K,Z)^, 




i-(IA.) + 



»(^.X,) 






,h 



Tvidemmciu 
CO» (ï.Xi) = ros (p, cos{ïi,X,)^ — sinç, eus 

I plus, Hniis le syslcniR Olr:',, h\ ilniilt' OZ riiisiiiiL iiv 



■ Oï un «iikIo 9, 



et le pl«n ZOÇ iiïcc ÇOÇ i 



™<(W)- 



, Ic:> roïiiiiis (tirccicurs de 07 









,/i 



7 ■= sjii cos tp 

,=i:os0-;ï--v-f 
(fl (Il 

Cos roriniilcs imjtnriuntcs, dont nous rcruns iisiigc par lii suiie, s'cibik-ti- 

lient «-gaiement en cxprimunl l<.-s tusiniis a, b, e, ... en riinrliuii ilcs 

iiriglcs 0, t|i, tp pnr In In'guniimdtrie splitiriquc, et en subslitiuinl leurs 

valeurs dans les rormiilcs (7) du chapitre procèdent. 

30. HMurtioH iki rotaliom autour d'axes jtarallHei. — Supposons 

iiintcnanl «{u'uii solide soh anime de ileux roUiliunx 

niiltnndes, dans le incme s<.-iis, nniunr de doux uxts 

rajièles, avec des viicsseii Angulaires (d, u'. Prenons 

tn de ces a\es pnnr lixe des 2 poslrils, le plan ZOX 

ssatit par l'autre, et soient OP = w, 0'P' = u' Im 

es rcprt'sentalifs de ces deux i-otations, OU'^d U 

distanee des iti'ux nxcs. I.cs eomposantes parallèles fi OX, OY, OZ de la 

vitesse il'un puint {x, y, z) du solide, duc à la roiaiiun UP, sont 

on l'a vu (17), 

— wj, i^t, 

exiles de la vitesse due à In rolalion O'P' 



donc, celles de la vitesse totale 
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rt sî Ton rtficrminc une (jniinlilë a par l'équatînn 

(!) «'J _(» + »■)». 

leurs valeurs lievienntnt 
(3) ».= -(,^ + «')j, i., -(» + «■) («-.), .. 
Ces équBiions (3), roni[)arécâ à celles ilu N° 1 7 qui iloiini 



lies 



mpo- 



l> 



snntes de la vitesse diins une rotation autour il'un axe |)Hra]lclc h l'axe 
rlea z, monlrcnl que le niouvemenl absolu du solide est une rotation 
autour d'un ase An parallèle aux deux premiers, cniipanl l'aie OX en un 
point A pour lequel y=^o, x^^a, rotation iloiil lu vitesse angulaire 
- u' est de même sens que les roUitions composantes. On a 
d'ailleurs, par Tt^qualion (a). 



OA O'A 00' 



O'P' OP " 



AU 



ic qui montre que cliaciin des se^menls OA, O'A, 00' compris sur lu 
per|>enilirul:iirc OX entre deux des axes de rolation, est proportionnel 
au troisième axe. 

Si la nilation auiour de O'P' était de sens contraire à celle autour de 
OP, on déu-rmioeruil par un calcul semblable l'axe de la rotation abso- 
lue, mais il est plus simple de ramener ce cas an premier par la conven- 
tion suivante. Observons que si le sens d'une des rotations OP, O'P', AR 
vient à changor,les composantesdc lavilcssed'un point quelconque Mdue 
il cette rulalion ne font que eliangcr de signe, ce qui revient, d'après le» 
expressions données plus baut de ces eomposautes, a cbanger le signe de 
la vitesse angulaire u, &>', an autour de cet axe. Mais comme en même 
temps, d'après la convention établie pour la représentation du sens d'une 
rotation (16), la direction de l'axe correspondant à cette rotation se 
change dans la dli-ection opposée, on voit qu'il suffit d'attribuer à cbnqnc 
vitesse angulaire le signe conforme h la direction de l'axe de rotation 
nirrespondant par rapport à l'axe des z positifs. Cette rèj^lo admi'sR, il est 
visible que le calcul cî-dessus s'applique à tous les cas : la vitesse ut sera 
toujours (fgalc à la somme algébrique u + to' des vitesses composantes, et 
ic -•- ou — dont elle sera afFcclée ciëterininera la direction positive 
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ou négative de l'axe AR, c'eat-à-iliic le sens de In robitinn; a pourra iln 
posilir ou n^fçntif, et son signe délerniincin In pnsili'on du poini A sur 00' 
ou sur son prolonge ment. Enlin, les éigunlions (4), subsistant iliina tous 
les cas, rcronl voir que les serments OA, O'A, 00' sont tonjoui-s propor- 
tionnels nux axes D'P'. OP, AK. De là ne tlidoK'mc générnl : 

Deux rotations simiiUanéES d'un solide autour tle deux axes parallèles 
se réduisent à une rotation unitfue autour d'un traitième axe, parallèle 
aux premiers et situé dans le même plan. La vitesse, angulaire de cette 
rotation rèstiltanle est éi/ale à la somme nlgêbriqut des vitesses attgulaires 
des rotations composantes, et le signe dont elle est affectée indique le sens 
dans lequel elle s'effectue. Enfin, lu longueur de l'axe représentatif de 
chacune de ces rotations est proportiounelle au segment compris, sur une 
perpendiculaire aux troin axes, entre les directions des deux autres. 

Toitl est ainsi déterminé eoncernant la rotation totale AR. I.n réduclîoD 
d'un nombre quelconque de rotulions autour d'axes parallèles se fera 
maintenant sans difliciiltc : après avoir déduit, de la règle pr^cëdeol^ 
l'axe de lu rotation dquivalente h deux des rotalions données, on coin|KM 
sera celte rotation avec une troisième par In même règle, et ainsi ût 
suite, jusqu'à vc que l'on ail ramené toutes les rolnlions ù une seule. 

81. Le problème traité ei-dessiis présente un cas d'exception rcmar- 
quublc, celui où les axes OP, O'P' sont égaux et dirigés en sens cuntrnirc, 
en sorte que 



K équations (i). On voit alors qi 



ésultiil est 



donc les compo^iantes v„ r,, u. sont indépendantes de x, y, x; tous les 
points du solide ont des vitesses égales et parallèles, le niouvemenl dm 
solide se réduit à une translation. De plus, », et k, étant nuls, la TJUssse 
de cette translation csl parallèle à ()Y, égale k tui ou au produit de U 
vitesse angulaire autour de OP par In distance comprise entre les doux 
axes, et sou signe dépend du signe de ce produit. Plus simplement, en 
observant ipie le point 0' a pour coordonnées 3, o, o, on vc 
vitesse de la translation résultante est identique, en grandeur et en dirrC' 
tion, avec la vitesse dont le point 0' est animé dans la rotation pi 
autour de l'axe OP. 
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c résiillnl, <iiii étuit d'ailleurs évident de lui-oiâme, est vmi r^nlomcnC 
I la vilcssc (II) point dnns lii rotntion niitotir de O'P'. 
Deux roUtlions siinullantes d'un solide nutour de deux axes |iarallèlcs, 
c des vitesses é^jales el de sens contraire, consiiluent ec qu'on Hppelle 
a couple de rotations, et le théorème que nous venons d'établir consiste 
en ce (]iie un couple He roUitioits pqiih-aat ù inm translation, dont lu 
vilcssc csldétcrtnindc Tort sitnplcmcnl en grundctir, en dîreclion el en 
sens par la règle ci-dessus. 

St. Ln considération des couples de rotation conduit n une réduction 
facile des mouvements de transl»lion cl de rotation dont on suppose un 
solide animé. 

Soient OP I'hxc représcnlalir d'une rolnlion, 0' un pointquelconquc du 
solide ou qui lui soii invariablement Hé; menons deux axes de rotation 
O'P', d'P", ê^-Mw et parallèles h OP, mais opposés l'un à l'antre. Nous 
ne cliangeons évidemment rien au mouvement du 
solide en lui attribuant, outre la rotation OP, les 
l'olHlions égales et de sens contraire O'P', O'P", 
puisque les vitesses d'un même point ducs â ces der- 
nières étant égales cl opposées se délruisenl eomplé- 
lenieni et la vitesse lolale se réduir ii la vitesse duc à ta roliUÎon OP. 
Mais les rotations UP, O'P" consiiluent un couple équivalent à une 
iranslalion, dunl lu vitesse O'V, normale au plan POO , est la même 
que la vitesse du poinlO' dans la rotation rcpréscnlée par OP. Donc 

roMfe rotation d'un solide autour d'un axe OP peut tire remplacée 
par une rolnlion de vitesse angulaire égale, dans le wéme sens, autour 
d'un uJ-F parallèle passant par un point 0' choisi comme on le veut; 
pourtu tfu'on joigne à cette rotation «ne translation dont la vite»se 
coïncide, en grandeur et en direction, avec la vitesse dont le point 0' 
rfait animé dans la rotation autour '1' OP. 

Cela posé, concevons un solide animé d'un nombre quelconque de 
Iranslaiions et de rolalions simultanées autour d'axes quelconques. 
Prenons un point arbitraire dnns le solide (ou lié au solide], et substi- 
tuons à l'une des rolalions données AP, une rotation représentée par un 
axe égal et parallèle OQ, el une Iranslnlion dont la vitesse soit OV, en 
citnrorinilé de In régie ci-dessus. Remplaçons de même une seconde 
nfntlon AT' par une rolnlion OQ' et une Iranslnlion OV", el ainsi de 
. Toutes les rolalions OQ, OQ',... dont les a\ns se coupent en un 





même point 0, se réduisent îi uac i-olaEîon uniijiic dont l'nxc rcprésen- 
latir sern lu nEsuItantc des axes reppésenialifs OQ, OQ'.... {<8}. D'buIk 
part, IcK Iraiislalions donl le solide était prirailivemcnt nnîmc, et les 
trnnsloiions nées du déplacement des axes AP, AT',... papalièlement à 
cux-raémcâ, se réduisent aussi il une translation unique, dont la vitesse 
sera reprL'scntéc en grandeur cl en direction par la résultanic des vitesses 
de ces translations, transportées en un même point, par exemple au 
point (se). Donc enQn 

Quel que soit le nombre des translations et des rotations dont on sap- 
pone un solide animé simullaHément, on peut toujours les réduire à unr 
seule Irattslation et à une seule rotation, l'axe de cette rotation pùuwuil 
tnfme passer par un point choisi arbitrairement. 

Observons toujours que le sens de ces divers théorèmes est celui qt» 
nous avons plusieurs fois rappelé, savoir 1" lorsque nous parlons de mou- 
vements simultanés d'un solide, cela s'entend de son mouvement relatif 
et de ses mouvements d'entraineraeut par rapport fi divers systèmes de 
comparaison ; 2^ toutes les propriétés se repportcnl aux vitesse-l donl ks 
points du solide sont animés h un même instant quelconque, et par suite 
à des translations et ù des rotations instantanées. Mais on ne poumll h* 
appliquer nu mouvement réel d'un solide, même pendant un temps infr 
ninienl petit, s'il s'agissait de calculer des éléments inrinimeni petits da 
second ordre par rapport k ce temps. 

3S. L'élude du mouvement d'un solide libre est facile maiDlGailH. 
Soit O un point déterminé du solide, et concevons par ce point trois axw 
0.\, (lY, dZ, qui se meuvent en restant parallèles respectivement h lr(»6 
axes rectangulaires Axes AX|, AY|, A/|. PrcnoDt 
OXYZ pour système de comparaison. Ce systtïine est 
donc animé ii chaque instant d'un muuvemcnl de 
liatislation, dont la vitesse coïncide avec Is vitesse OV 
du point du solide. Mais le mouvement relatif du 
I solide par rapport au système OXYZ ne peut être 
ivcmcnt d'un solide nuiour d'un point fixe, puisque le point 
est Itxc dans le système de comparaison; c'est donc une 
rolatiiui nulour d'un axe instantané OR qui varie eonslammcnl de gran- 
deur et de direction. Donc 

Le mouvement le plus gênerai d'un solide lilire, à un instant tfMet- 
eonijue, si- compoHti d'une irannliiliiin dont la ritesse est rqalt et 




que Ir ui 
d<i soli,l 




•allélc à cflle i/'wm iminl choisi â volonté dans le solide, et d'iiite 
rotation imltmliinfe iiutour d'un axe OR passant jiar ce point. 

Il suit dp lii et lie In r^glc de composition des vitesses cjne, si h,, m,, u, 
désignent les cumposuntcs de In vitcsic du fioiiit pnrallclemenl nu\ 
n\cs UX, (>V, OZ; p, q, r les eomposnntcs de l'nxc instantnné Oit suivnnt 
cpii mi^iiics n\cs; jr, y, E les courdonndes d'un (loinl quclroniiiic M du 



suliilc rii|)|miai! à ces 

1115 ntiruns 
t. 



dans le solide, 
ilirectiou, qitd 



; les eoraposanicsdeso vitesse totale, 

^ v. = n. +qz-r,/. 

' "'= = «-■ + 1"J — 9'- 
de Iriinslulioii OV dépend évidemment dir fh(M\ du point O 
instantané Oit a mime graitdvnr et même 
le point choisi. Ivn elTel, supposons qu'on 
prenne un antt-e piiinl 0' du sulide, et (|ii'un substitue ii In niLiiliun Oit 
mie i-ot/ilti>n O'R' dont l'nxc soit égnl et parallèle ù Oit, accompafjnéc 
d'une trtinsbdon O'Vi, normale nu plan R(tO' et 
déterminée par la règle ci-dessus. Lu vilesse de Iratis- 
Inlion primitive OV, transportée an point 0' en O'V, 
;c O'Vi et donne une trnnslnlion iniii|ue 
soit (liangé au mouvement du solide, 
OEt sont remplncécs par lu transla- 
Mais la vitesse du point O' dans la 
rotation O'K' étant nulle, sa vitesse lolnle se eonrond avec relie de la 
nouvelle translation O'V", donc la rotation O'R' est précistiment celle 
que l'on auniil trouvée d'abord, si l'on nviiit ehoisi le point 0' nu lieu du 
l'iiinlO ; or, O'R' est é^al cl pnrnltèlc à OR, d'où résulte In propriété 



se compose n 



I trnnslntion OV et la rotation 
on O'V" et ta roliilion O'R'. 



S4, Enfin, l'on peut cboisir le point nulour duquel on Tait touri 
srilidc de tcHc manière, que In vitesse de Irnnsintion et l'nxe de rotalion 
soicot dirigées suivant une même droite. Soient, pour une origine qucl- 
eonquc O, OV la translation et OR la rotation rorrespotidnnles. Décompo- 
sons la vitesse OV en déni; aultes, l'une 0V| dirigée suivant l'axe instan- 
tané de rotation, l'antre OV, perpcndiculnirc ii cet nxc. Dans le jdnn 
mené par Oit normalement à OVi, clicrcbons un point 0' Ici, que sa 
\ite^<se O'V", duc Ji lu [■utulion représentée par l'axe OH, soit égale et 




obtient a 
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parallèle à OV,, mais ilc sens contraire. Lmliftcrmi nation d'un lel poînl c^t 
THcilc i)ar la relation <|ui existe entre ta distance «l'un |miiil h Vnxe de 
rotation, lu vitesse nnguJiiire de rotation et In vitesse du point (IS), et il 
est même fncile de voir que tous les points d'une certaine droite, parullèlc 
à on, vériOcnt In condition demnndiSe. 

Ce point trouve, tninsportons y l'axe Oit suivant O'R'; la translation 
née de ce déplacement de l'axe de rotation aura prcdsi!ment pour vitesse 
O'V", d'a|)rès la règle du N" 32, ei si la compose 
avec les vitesses des translations O'VJ, O'VJ, respec- 
tivement égales et parallèles » OV,, 0\'„ on aura 
la iranslntion définitive correspondante au pnînt 0'. 
Mais les translations O'V", O'VJ se détruisent; il 
reste done simplement la translation 0'V|, dirigée 
c O'R', et la rolation instantanée représentée par cet axe. On 
i le beau tliéorèmc de Giulio Muzzi : 
A un instant quelconque, les vitessea de totis les points d'un solide libre 
sont les mêmes, en grandeur et en direction, que si le solide tournait 
actuel le ment autour d'un certain aje, en même temps qu'il glisse le long 
de cet axe, iippelé axe inulanianv de rotation et de i/lissemenl 1'). 
Ce mouvement d'un solide est celui d'une vis dans son ècrou. 
D'nillcui-s la vitesse O'VJ de translation du solide suivant l'axe instan- 
tané est, d'après ce qui précède, égale ù la compusanlc OVi de la vitcsM 
totale du point suivant Oit ; et comme le point est quelconque, le» 
projectioiiit des vitesses de Ions les points d'un solide à un même instanl, 
sur l'axe inslantanê île glissement et de rotation qui répond ù cet instant, 
sont égales enlr'elles et à la vitessf- de glissement le long de l'axe. Ce qui 
fournit un nioveii très-simple de déterminer l'axe quand on ronuaïl les 
vitesses de trois points du solide. 

SB. L'axe de rotation et de gltssenicnl se dépliicc in cessa m ment, en 
sorte que le mouvement béliçoïdal n'u jamais lieu pondant un leni[is fini, 
si petit qu'il soit. Pour se figTirer le inouveracnt réel du solide pendant 
un temps fini, on devra eonsidércr la surraec i-églée qui est le lieu de cet 
Hxe iiistnulané dans l'espace, et ensuite celle autre surfiiee régli'*, invnria- 
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bictncnl Ik-e nii solide, qui csl le lien de positions successives de l'axe 
iiistiiiitnnc dniis le solide lui-niéme. On voit sons peine que celle seconde 
hiirfncc esL lHnj;enIc ù In première, à eiiaque instiinl, sur loiite lu longueur 
de \a génératrice commune, qui est l'nxc instanlant^ pour cet inslnnl. Si 
donc on conçoit qu'elle roule sur In promicre, supposi'e lise, en ini^mc 
temps qu'elle Rltwe le long de la ncndrnlrieedu cuiituci nvcc uneecrtiiiiie 
vilessn, et qu'elle emporte avec elle le solide, le mouvement qui prendra 
relui-ei sei-a idenliquc avec le inouvcmenL que l'on considérait d'iibord. 
On peut aussi se ligurer d'une manière claire le mouvement le jiliis 
général d'un solide pnr le Lliéoi-crac suivniil, qui découle immcdinlcmcni 
des principes exposés au N° 33 : Ce mouvement se réduit au roulement 
d'un eiine fixe dans le solide, lur un cône animé d'un mouvement de 
Iranslution égal à celui du so)iitnct commun des dettx cônes. 



Exerf 



CCS. 



^ «. U lrrr« lournc nulour Je snn axe de fifiure 0.\ Je l'ouest L l'fst on un jtmr 
sidéral ; cet ate lui-DléaiE Ipjnie autour il'unc parallèle OM' à l'axe de rcrlipliijue, 
<Ie l'est à l'ouest, «[ si l'on ne lient pM complc de la Dulation, le pinu N'0.\ décrit en 
lin jour sidéral un angle doo".i36795. L'angle NON' = 23''a7'3i". Délcrmiiicr les 
viicjses angulaires «> et w' de «es deux rolalious, l'axe instanlané réel Oit, la vitesse 
«ngulnire cnrrrapnndsiUu u,. 

A. Le jour sidéral élanl pris pour unité de temps, on a 

Il _ ,_ 0,136795 . .,„„ ii'siiiNON' 



IS Non = 



NOR = o",oo87, ûi,: 



;os KOi\" 
n JSO.N' 
in NOa "■ 



M).\" z 



^ 33-17 jo'. 



%. Deux cylindres solides, moliiles respectivement autour de de 
luuclirnl couslanituent le long d'une génèralrice. Soient m, u' les ' 
l'iialion. IMlcrminer le mouvement relatif du premier cylindre pnr 
i>rpport au seenod, le rapport des vitesses u et »', ta cnndilion pour 
r|<i'>l n'y ait pas de glissement d'un cylindre sur l'autre. 

n. Soient. AB, A'B' les sections des cylindres; 0, 0' celles de leurs 
axes de rotations, par nn plan noimal à ces axes, M le point dr 
«intact de Afi, A'It' : il suflil de considérer le mouvement de e.> 
sériions planes. Le nuiDTemcnt ri'Utir de AB par rapiiort n A'B' csl 
mit- rotaliun autour d'un point C, inlerseclion de lu droite (H)' pur h 
nmne en M, aveu une vitesse niigulnire n-t-t,'. On a ensuite 
^'O'C 
«~ OC ' 
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La vitBUe de gHiiemriil w (ou viltssK lolaiiip àes points on tonlBcl) ulrgibi 

w _ M-Oil _ t.' O'M 
siii OMO' ~ sût CMO' ~ siu CMO ' 
l'ourquc lo soit nul, il faiu que le point Al soit constsjnmeiil sur U di'o 
■. Etant danndi' la srclian A'B', di^lcimïiicT AB de Diauicrc que le glisse 
ILMl 0' = }>(r') réquation de A'B' Jaus ui) système polaîi'e donl 0' (Si le pAle; 
M 1h dislaiice 00'. L'équaliuii diOcreuticlle puldire de AB, le pAle étant en 0, ser* 



cl(i = 



-?'{« — r) dr. 






« autour de dvia 



'lient respeelivcmeiit arec des vîtCïiscâ donnii 
axes non situés dnns un m^mc plan ; trouver, pour un îiittint quelco 
Rienl relatif, l'axe instanl«tié île ralatioii et de glissemenl de < 

4. Si, d'un point 0, on lire des droites respect ivement égales et parallèles «m 
vitesses de tous les points d'un solide libre à un même instant, le lieu di's eitrémilc 
de ces droites sera un plan normal à l'axe inslanlanë glissant du solide. 

5. Etant données en grandeur et eu direction les vitesses de trois points d'uu m 
libre, i un tnslaiit donne, construire l'axe instantané gtisa 
trouver les vitesses de rotation et de glissement. 

•, Le mouvement d'un solide libre ï un instnnt donné peut si 
nité du maoiËres, à deux rotatious instantanées autour de deux ax 
ne se coupent pas. Démontrer que le volume du tétruîdre construit : 
UttiCs de dis ileui mtutiana, vomme urètra opposées, â mi volume consianl. 

II. Soient w, u , les Tiiesscs île glissement et de rotation autour de l'axe instintané i 

l'instant considéré, 01'^ u, OT'^u' les axes qui représcaleut les deux rotations 

doiinces. UO'^D leur plus courte dislance. On démontre hque l'oi 

tOù,|=o(o'5 fin (OP, 0'J")i 



réduire, d'n 

s i|ui, gcnénlcmMt, 

■ les axes représeo- 



2° que I 



ilraèdri' OPl) F 



sin (01>,0'I"). 



9. Connaissant lu vitesse v d'un point A sur une courbe gauclie, déterminer, pour le"! 
tricdre AXYZ formé de lu tangente AX, de la normale principale AY, et de la perpendi* T 
eulaire AZ au plan osculaleur, l'axe instantané glissant, les vitesses w et u, de glissmwnl I 
el de rotation relatives h cet axe. 

B. Les rayons de courbure el de torsion étant R, T, ou trouve que l'axe 
tanc glissant est parallèle à la rectiGanle, coupe ta iioinnale principale 1 1 



disluji 



UT' 



1 r,u,. 



— 47 - 

A. Uq solide a un mouvement quelconque dans Tcspace ; un plan P est emporte 
avec lui : le mouvement de ce plan à un instant quelconque se compose de deux rotations 
simultanées, Tune autour d*un axe CX situé dans le plan, Taulre autour d*un axe FZ 
normal au plan. Le premier CX se nomme la caractériêtique du plan ; le second perce 
le plan en un point F que Pon nomme foyer du plan. 

Les plans normaux aux trajectoires de tous les points du plan passent par le foyer 
du plan. 

Tous les points situés sur la caractéristique ont leurs vitesses dirigées dans le plan. 

Quand plusieurs plans du solide passent par une même droite D, leurs foyers sont 
sur une même droite A. Réciproquement, tout plan passant par la droite A a son foyer 
sur la droite D : les droites D et A sont dites conjuguées. 

Deux droites conjugées sont deux axes de rotations simultanées auxquelles on peut 
réduire le mouvement du solide. 

La perpendiculaire commune à deux droites conjugées quelconques D et A va ren- 
contrer Taxe instantané glissant à angle droit. 

Quand deux plans se coupent à angle droit, les distances de leurs foyers à Taxe 
instantané glissant donnent un produit constant, et les distances de leurs caractéristi- 
ques à cet axe aussi. 

Quand plusieurs plans passent par une même droite, leurs caractéristiques sont sur 
un même byperboloîde à une nappe. 

•. Dans un solide animé d*un mouvement quelconque, à un même instant, les nor- 
males menées aux trajectoires de tous les points du solide, parallèlement à un même 
plan quelconque, vont toutes rencontrer une droite parallèle à Taxe instantané glissant. 

N. B. Le lecteur désireux d*approfondir cette théorie pourra consulter : Chaslrs, 
Propriéiéi géométriques du mouvement infiniment petit d'un corps solide {Comptes^ 
Rendus de l'Académie^ 26 juin 1843) ; — Lam able, Théorie géométrique des centres et axes 
instantanés de rotation; — A. Mannhuii , Étude sur le déplacement d*une figure de forme 
invariable (Mém, des Sav. étrangers de C Institut de France ^ t. XX), et plusieurs autres 
travaux de ce savant géomètre. 



CHAPITRE VII. 

DE L'ACCÉLÉRATION. 
3 1. ACCÉLÉRATION DANS LE MOUVEMENT D*UN POINT. 

S6. Nous n'avons jusqu'ici considéré, dans le mouvement d'un point 
ou d'un solide, que les vitesses, qui dépendent d'infiniment petits du 
premier ordre; l'étude plus intime du mouvement exige l'introduction 
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d'inrtniracnl iielits <ln seconii ordre, [|iii conJiiisonl i'i la notion de 

l'arcétératioii. 
Soient M, M' les positions d'un point mobile nux époques infinitncnl 

voisines /, ( -»- At; MV, M'V les vitesses euricspnnduiiips; MV| d)(Hl et 
pnrallélc h H'V. Ln droite VV'i est faccéléralion élémtti- 
luire du point H. Si, du point M, on lire HJ parallèle ït 
h\ dirceliun VV, prise à la limite, et égal h la limite 
du rapport de l'aceé lé ration élcmcnlairc nu temps St, 
celte droite MJ sera, en grandeur et en dircetion, ee 

iiue nous iippcllons l'accélération totale, nit simplcniciil l'accèlératim do. 

point mobile, a l'époque /. En la désigiiBiit pnrj, nous aurons 




-lin 



VV, 



La direction de l'accélération est étideiiimettt (Couns o'An., 187) 
h plan osculateur de la trajectoii'C en M. 

Pour Irouver ses composantes j,,^^, j, pnrnllélemcnl aux axes r 
};uluircs, projetons le contour ferme MVV,M sur l'axe OX, ce qui I 
donnera 

r. -f VV, cos (VV,,X) — (V. -+■ Ar.) = o, 

ou, divisant pur Af el passant à la limite, 



mt de mè\ 



dv. 

"■rfT" 

te pour OY, OZ, 



~ dl 



dt ■>' dt 
H parallcUnicnt d (coi» axes r«i 



Les cotnposanUë de l'accélératioi 
laires, ù tin imlanl quelconque, sont len dérivées des composantea^ 
tives de la vitexsf au même instunl. 

Demplui^ant i\, t\, v, por leurs valeurs, ou a les rormules souvent \ 
cmpinvées : 



(I) j- 



'l'y . d'! . /fil''\' / (I'jY T^Î^ 



La eunsidrraliun du triangle BIVV, eonduit i" 
miles. Si l'on m-Kljye Ifii iulhiiment pclits .lu se 



ilautjes i-onsc([ticnc«fl ] 
nnd ordre par rnp|MiH 1 
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à A(, on a VV, =jM, et In direction VV, peut ctrc prise pour celle de 

raccclératîon ; donc la vitesse d'un point mobile d l'instant t -+- At est la 

résultante de sa vitesse à l'instant ty et de son accélération au même 

instant multipliée par At, aux infiniment petits près du second ordre. 

S7. Appelons a, |3, y les cosinus directeurs de In vitesse MV; >, a, v 

ceux de la normale principale MN a la trajectoire ; l, m, n ceux d'une 

droite quelconque MP sur laquelle nous projetons raccëlération. Les 

équations 

dv, 

J-'^Tt' '-==''-' 

donnent 

dv dx dv -da dv v-l 

•' dt dt dl ds dt R 

R étant le rayon de courbure en M de la trajectoire. On a des expressions 
semblables pour j'y, j,, d'où l'on déduit 

j cos JMP = IJm -♦- mjg -♦- nj , = {al -♦- [3»w -♦- yn) -rj -♦- (/?. -♦- fw/x -♦- nv) — 9 
ou 

dv 17* 

I cos JMP = -r cos VMP -♦- -- cos NMP. 
^ dt R 

Si Ton fait coïncider successivement la direction MP avec MV, MN, on 
a dans le premier cas cos VMP =1, cos NMP = 0, dans le second 
cos VMP *«o, cos NMP = i, et l'on obtient ainsi les accélérations tangen- 
tielle et nonnale jty >, savoir 

dv V* 

On remarquera que la seconde est essentiellement positive, en sorte que 

la composante normale de l'accélération est toujours dirigée vers le centre 

dv 
de courbure; tandis que la première est de même signe que --7- > ce qui 

montre que l'accélération fait un angle aigu ou obtus avec la vitesse, 
suivant que celle-ci est croissante ou décroissante. 

Des considérations géométriques bien simples conduisent aux mêmes 
résulUits. 

SS. i** Si le mouvement est rectiligne, on prend pour axe des x la 
droite parcourue par le point mobile ; Taccélération se réduit évidemment 

4 






lit 



puisque 1 



dt 



D'où r^lie le 



ihcorèmc suivani : Dans un mouvement quelconque, la projeeiioH il 
l'accéléralion du point woliile sur un axe fixe, à un intlant qntlcon^vt, 
est égale d Vucrélèration de la projection du puitil mobile sur le même axt. 
Si, de plus, dans le mouvement rcclilignc, taecèléralion j est constante, 
j = a. on dit (]ue le mouvement est uniformément varié. Ln relaiioa 
pî-dcssus devient 



dv 



= o, d'o 



(=) 



Va désignant la vitesse h l'époque 1 = o. Ainsi dans un mouvement uni- 
formément varié, la vitegse varie proportionnellement nu temps. Oa ■ 



(/( 



(3) 



en intégrani et désignant pnr Id la valeur initiale de x. Les équiiiions 
(3) et {5) sont celles du mouvcmenl uniformément vnrié : elles d<!tcr- 
raineat, pour une valeur quelconque de l. In vitesse et la position da 
point sur la droite. Rappelons encore que tes quanliti^s a, t-o, xo peu- 
vent être positives ou iié^alives, suivant nos eonvcntions, el qu'il en 
résulte pour r, x des vuleurs positives ou négatives qui déterminent le 
sens du mouvement el la position du mobile h ilroile ou à gaiielie de 
l'origine. Une discussion cninplcle de toutes les particularités que le 
mouvement peut offrir, d'après les signes des quHnlilés a, i<o, x», 
n'offrirait aucune diUîciiIté. Dnns le mouvement reciiligne et unirormc, 
l'aecclcralion est nulle. 

Le mouvement des curps pesnnis à la surface de la terre, comme nous 
le verrons, présente un exemple rcmarqiiaMc de mouvement rcelilignc 
uniformément varié. 

3° Comme second rns particulier, supposons un point M qnî décrit nn 
cercle de centre C, de rayon r, la vitesse angulaire variable du rayon CM 
étant w. On a ici 



et celte accélération n 



est dirigée de M vers le rentre (; du eercle. 
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Si donc {Xf y) sont les coordonnées du point M ; (a, |3) celles du centre C, 
les cosinus directeurs de MC étant 

— ^n^, —lui, 

r r 

les composantes, parallèles au^ axes, de l'accélération normale seront 

— w« (X — a), — w« (y — (3). 

Si, de plus, la vitesse angulaire o est constante, l'accélération tangen- 
tielle étant nulle, Faccélération totale du mobile se réduira à l'accélération 
normale que nous venons de déterminer en grandeur et en direction. 

Exercices. 

* 

i. Démontrer que, dans un mouTcment rectilignc uniformément varié, |o la vitesse 
moyenne dans un temps donné est la moyenne des vitesses au commencement, et à la 
fin de ce temps; 2* le demi-accroissement du carré de la vitesse dans un temps donné est 
le produit de Taccélération par le chemin parcouru dans ce temps ; 3» l'espaœ parcouru 
dans un temps donné est la moitié de Tespace qui serait parcouru dans le même temps 
avec la vitesse acquise par le mobile à la fin de ce temps. 

9. Un point part de Poriginc avec une vitesse positive Vo, et une accélération 
constante négative égale à — a; déterminer la distance maximum à laquelle ce point 
s*éloignera de Porigine. 

S. Deux points partent d*une même position sans vitesse initiale, avec des accéléra- 
tions égales et de même direction, aux époques ^3=0, i = B^ Déterminer Pinstant 
où leur distance sera égale à une longueur donnée /, et les espaces qu*ils auront alors 
parcouru. 

S. Un point M parcourt une circonférence de rayon r avec une vitesse variable : 
quelle doit être la vitesse angulaire ta du rayon mené du centre au point mobile 
pour que la direction de Paccélération passe constamment par un point fixe donné A, et 
quelle est la loi du mouvement du point? 

R. Soient a la distance OA, 6 Pangic que fait le rayon OM avec OA, k une constante 
arbitraire ; on trouve 

k 

« =r , K/ = n sin — r8, 

r — fl cos 

en supposant nul en même temps que /. 



dt 
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§ 2. DE l'accélération dans le MOt'VEMENT D*CNE FIGURE PLANE DA5IS 

SON PLAN. 

S9. Reprenons les équations (i) du N<* i8, qui donnent les compo- 
santes de in vitesse d'un point quelconque d*une figure mobile dans 
son plan, 

(i) u, = w (y — (3), ry= — w (x — a). 

DiiTérentions-ies par rapport nu temps ; il viendra 

rfr, . / rf(3\ rfw ^ d(3 -, \ **/ fix 

_=j.=«(^r,-^jH--(y-(3)=-«-g-«»(x-«)-^^(y-P), 

pour les composantes de raccëlëration parallèlement aux axes. 

Concevons qu*un point mobile C coïncide à chaque instant avec le 
centre instantan^^ de rotation pour cet instant ; sa vitesse Wy que nous nom* 
merons pour abréger vitesse du centre instantané j aura pour composantes 

parallèles aux axes 

rfa c/,3 

et les équations ci-dessus pourront s*ccrire 

U' = ~ «w?y — ^** (•» — «)-*- -^ (y — [^h 

[ jy = (^Wr — w* (y — (3) —■ ^(a: — a). 

Les composantes de Taccélération J du point de la figure mobile 
qui coïncide actuellement avec le centre instantané correspoudcnt a 

X = ûLf y s= j3, et sont 

J, ■:= — w«?yi Jy "= «w?* ; 

nous déterminerons plus loin la direction et la valeur de J. Les termes 
suivants, dans les équations (2), 

— w« (^ — a)» — w« (y — P), 
représentent (SS) les composantes parallèles aux axes de l'accélération 
normale MX qu*nurait le point M si In figure tournait autour du point C, 




rtpr^s<>iitrni, toujours il'aprés les iiit^ines fortnuli-s (i). les coinposaiilvs 
te lu vitesse qii'uurnit lu (loitit M, si In figure totiiniiit autour du point C 

net une ïilcsse nngiiljiire égiilc ;i -i-; ectlt; vitesse est iiortniile îi MC, 



ilaiis lin sens i|ui «lépeml du vigne de — ■ II suit dune des pi-iipi-ielés d< 

n-sullanlesi|iic 

VaceéUralioti iVuii point (iiieleoni/iie M de lu fiffure mobile est i 
rènullanle )" d'une uccêléralioH MP tgale et parallèle à 
rrlle dv point C de la figure, i/iii coïncide atluellemenl 
arrc le rentre inslantanè; 2° de l'accélérai ian nnrmalr 
M.\ correipondunte à une rulnlion autour du trntre /ïxi: 
C avec la vitesse mitfulaire constante m; 5" de la cilesse 
MQ correspundanle. à une rotation uutoar du point C < 

Oit )icul d< 



dt 






.iiiiiiiii' (lu point C, suppliai- fixe, avce sii tilesse uii^ulnire rurialde u, 
ir,, Wf tet'u'icui nuls, niuis rien d'nutrc ne soruil changé diins les foi*' 
liiiiles (2) : il suit ilc Ih ((ue les compusiintcs MN, iUQ, prises ensemble, 
iliiniit'Dt ruceélénilion totale du point quelconque M daiM cette nouvelle 
Ityputlic'^e. Donc 

IJ'ins le mouvement général d'une figure iniurialile danx son plan, 
farrêUration d'un point queleonqiie M de lu figure eut la résultante 
I' d'une uccrlèrution égale el parallèle à celle du point i/ai coïncide avec 
Ir rentre inutantunè actuel; 2" de l'accélération ffti'atirait te point M si lu 
/ii/ure lournuit, avec aa vitesse angulaire variable, autour de ci même 
'entre devenu fixe. 

A9. Pour simplifier les formules (2), pineuus roriftinc des h\cs uu 
t cnirc iustnntuné C, l'axe des x pusiiifs d.-ins lu dircetîon de lu vitesse du 
|iuii)l C, l'nxc des g positifs perpcndieulnire, la rotation de CX vers CY 
ii^nni lieu de droite à gauche. Il viendra 
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On tire, des équations (3) et (4), 

/j, = _«»{x-«')+^(y-r3'), 

et ces valeurs de j,, j'y, d'après les remarques faites plus haut (39), 
montrent clairement que l'accélération d'vn point quelconque de la 
figure, à chaque instant, est la même en grandeur et en direction, que si 
la figure tournait actuellement autour du point C supposé fixe, avec sa 
vitesse angulaire variable «. 

De là le nom de centre instantané des accélérations que Ton donne au 
point C. 

41 . Déterminons la composante normale j» de l'accélération du point M, 
dirigée évidemment suivant MC ou son prolongement. Si u désigne la 

distance CM du centre instantané au point considéré, > — -> 

f u u^ 

seront les cosinus directeurs de la droite MC (de M vers C), et, en vertu 
des formules (3), nous aurons 

. ^ ^j* ■*- yjV ^ ^^ (^' -^ .V*) — ^^^'y 

"'*' u u 

la composante j» étant donc considérée comme positive dans le sens MC 
et comme négative en sens contraire. 

Si Ton fait jn = o, on trouve pour l'équation du lieu des points dont 
Vaccélération normale est nulle 

ca(x'-+-y*) — voy ^=Oy ou x* -4- y' y*=o, 

ce qui représente évidemment le cercle décrit sur CK. comme diamètre. 
En outre, soient 9 l'angle qui fait le rayon de rotation CM avec la 
direction CY définie ci-dessus, u' la distance CK ; on a 

x' -H y' == u', y = u cos 9, u = — 9 
d'où 

jn = W' (m — m' cos 9), 

expression très-simple de l'accélération normale du point M. 



D'un iiitlrc enli, soit li = Wl le l'nyon de cniirlitirn "le la irajccWiff I 
(Icci'ilc |Hir le puiiil H. On a, comme on suit, 



el un (■|];nlant les <Igii\ Tnlciirs (le y., 



Celle éigiiulion Tail conniiîlte In ilisliir 



^ Ç du 



cnti'c insdminiH 



: de coui'biii'c Z, lors<]iie le point K i^tant ruiinii, on dom 
euurdonnées [lulnircs ti el f dn point M : on pourra donr eunstrliiiiS te 
jinint Z; mnis on voitsnns peine ipie, pour lii);(!nérnliU'de la rorinulG(5), 
la distance ^ doit élrc alTceti'e du signe + ou — ,«ii- 
vitnt que le point Z est au tielii oii en ilern du rentre 
insiiinU-iné, par rapport an jioinl mobile M. 

Cela posil, l'iiijnjilion (5) tlniine lîeu à In eiinstrnclton 

sujvnnic ; joijjiiniit MC, mi i\ l« iinriuiileli la irnjtTMnw 

du point N. MeiiuntO', KK' perpeiKlieulaircïli MC,oa 

Joïndrn un point tfueleoHtfue K de la deuile CN uu point M. Suit K l'inler- 

. de M\. On lire ItC, piiisKZ parallèle iiHC; le poînlZoù 

jLipc In normale SIC est le centre de eouibnre cliereW. 




section de K'K e 
cette parallèle 



Kn effet, les Irunigles semblables SICX, MK'H, et IIKC, MSX. donneal 



MC _ MX MZ 
K'C~ltA'~CZ ' 



hC7. 



ee qui, vu lu vcInItiMi (5), donne CZ = Z- 

Celte conslruelion i-sl absolument (jéiiénle, i]iiel> i]Ui- soient les 4 
des qnnnliK^s »', cos f, 1^. 

Le point N étant arbitraire sitr C.\, eboisi«sons-le de manière que MN I 
[lusse par le point K. Les points K, Il eoTneidenl, ItC se cunTond a\cr KC | 
et.\Z est ii:uiilir-Ii> u KC. De là cette conslruelion plus simple 



ii-bitrc : 
I celle dnii 



,iih-t h r. 



' <U-r 



■oupe la iiirpeinlirtilaire 



" }•" 



la 




ifcoi'fe MC, mrner une parallèle à la droite qui joint les 
fioiuis R, C. Celte purallHe roupe la normale MC au 

Pre fie courbure 't., 
di|iinliuii (5] lionne encore les conclusions suivantes : 
i le )ioitit M est sur \\\ circonrcrence ilonl CK csl le dinmctre, 
u ^ u' cos 9, Ç = se , le jioinl Z csl ù l'iiilini : loal point île la figure 
mobile appartenant à relie circonfèreure déerit actuellrmcnl un point 
d'inflexion sur sa trajectoire; 2° Ç est iiosilil' si le point )I est en dehors 
lie ce cercle, nét;uiirs'il est inlcrieur nn cercle : lu irnjccloii'e du [inini 
M tourne donc sn conenvîKi un sn convexité vers le rentre instflntiiné, 
selon que le point M est extérieur ou intérieur nn cercle ; 5" si «B point 
donné de ta figure déerit une droite dans le mouvement, cette droite va 
passer par le point K, cnr R, et jinr siiiic Ç, étant infini, u ^ u' cos 9, le 
point mobile est sur le cercle, In direi-Iion de sa vitesse |»asse donc pnr K. 
Celle reninri|nv csl souvent iillle, 

4*. I.!i dcIcrminAtion dn point K, Tondemeni des constructions précè- 
deiilcs, semble exij^erque l'on connaisse les vitesse 
conditions géo nié triques qui définissent le mouvemci 
nissent immédiatement les centres de enurbure Zt 
et Zi des trajectoires de deux points Mi, Mi, pour 
une position quelconque de lu %ure, il suffit île 
renverser la construction ci-dessus pour obtenir 
deu\ droites passant par le point K et le déleri»i- 
niint. Soit C le rentre instiintiinc [tnlersccti<in des 
normales M,Z., MtZ,), CX, perpendiiuliiire k M,Z, ; 
joignons un point \| de cette perpciidieuliiirc 11 M| et ti Z„ menons Cllt 
pAmllèle il Z,X,, n,K' pcrpcnd te n luire à M,'/.,; il suit du ihéorème 
6i-<lessus que lu droite RiK' piisserii pur le point K. Le point Mi donni 

B droite semblublc pnssnnt en K. 
iiis le cns Tréquent où lo mouvement de In figure est défini par le 
uncnt d'une courbe A'D' sur une courbe (Imc AB, si l'on connaît 
hs centres de courbure 0' et de rcs courbes, reliilifs n leur point de 
coiiUict actuel C, voici comment un en déduit le ]ioiul K. 
_Pcndiint un temps infiniment pclit dl, lu ti^uru éprouve un déplnce- 
i iHiiéiie le point C de lu courbe A'ii' en C, sur Mi; soil 



■m d'u 
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Le déplace meiil uiiKuleii-c 'mII de lu (i)(ure est ^all 
l'angle ronipris mire les tangciiles à Afi en Ci d 
\i A'B' en C ; donc, si Ri cl R, désignent tes nyam 
du cniirbiirc CO cl CO' des euiirbcs AB, A'B% ou a«) 

i.'ii négligea II I les ijirnnlité^ du ^ci-ond ordre. Mut 
i-omme d aiilre pari ^ re|irfscrile in vitesse tt du 



celle éguliti! s 



irduit à 



-ui^tion : joindre un poini t]iitlroHf[ve S du plan iiu 
poinis O, C, O'; lircr CS' pnrnlléle à OS, cl par le point de rencontre S' 
de CS' cl SO', S'K pacallèlc à CS ; S'K coupe OO' au point clierché K. En 
eJTel, les triangles semblables O'OS, O'CS', cl O'CS, O'KS', donncn 



O'S O'C 



n,R, 

Donc CK = u'; cette construction a encore toute 1» généi 
«luels que soient les signes de Ri, Ri, «'. 

Quand les points et 0' sont ainsi donr 
strurtinn piécédenle et celle du n" -Il di 
sans passer pur le poinl K. En cffel, le poi 

sons-Ie à I' 

le point décri 




J 

ralité pMAk, j 



es, on peut combiner la con- 

Diiinièrc il obtenir le point Z 

ni S étant arbitraire, cholsîs- 

N de la droite MO' qui joint 

I cenlrc du courbure de la 

urbu roulnnle, et de la perpendiculaire CN i 

la norraaie MC. Appliquant ensuite In construction 

tlrcrile ci-dessus pour obtenir le point K, puis la 

conslruclion du n" 4f pour obtenir le point Z, on 

iinmcdialemcnl que le point It va scconfonilrc 

la droite RC avec S'C, et la parallHe NZ avec NO; 



nll de ïigtie iIdii 



■ do rcllo 



ibic Z est l'intersection lie la normale MC avec NU, d'où la construction 
■3e Sav«rv : joindre le point dèerirant M au centre de courbure 0* de 
h rourie roulante; mener ptir le trntre inslanlanè une perpenditu- 
lairt es à la normale MC, et joindre le point d'intersection N des droites 
MO', es. au rentre du tuurburt O de la euurbe fixe. La droite .NO cou}k 
la normale MC au rentre de courbure Z de la trajectoire du point M. 

4S. La (liftcrmi lin lion Ju rentre de cuurbiirr ilc reiivrlo)>|ie d'une ligne, 
invariablement liée k la lignre mobile, su riimcne il la coiiïlrurtion pn'- 
cédenie par le lliéorénie qui suit : 

Soient, k l'insunl cnnsidcré, PQ In li^ue mobile, HS son cnv('l»|>|>e, 
M le puinl de contact : il suit du llirorvine du n" 31 ([ue la uoriii:il<' ^K' 
i ces deux lignes passe par le centre iiislanianë actuel C. ^^^^^^^ 

Au boni d'un temps infuiimenl polit, lu ligue mobile |^^|^^| 
est en P'Q', le point de contact en M', le centre îiistnii- HRE^^N 
Inné en C sur la norinnle M'G'. Soit .U| le point de I.i BSkH^I 
ligne PQ qui eomcidc avec M' apré^ le dépkcemciii, H^^|^| 

H|G la normale de celte ligne ([ui vient occuper tu ^^^^^^^| 

litiuti M'G', Le point de rcnconlrc G de cette nor- ^^^^^^^| 

malc et de la normale en M, considéré comme un poinL 

de la figure mobile, dceril une trajectoire GG' qui, d'après la propriété 

fondamentale des mouvements plans, est coupée normalement par CHG, 

^^'JK'G', en sorte que le point Z, rencontre des deux normales infini- 

^■KDt voisines MC, M'C de la courbe RS, est en même temps la rcn- 

Htontre de deux normales infiniment voisines GC, G'C de In trajectoire 

du point G. A lu liinile, ce point G esi t^videmmcnt le centre de courbure 

de la ligne PQ au point M, et Z le ccnire de courbure des courbes HS, 

GC'; d'où il suit que le centre de rourhure 7. de renreloppe d'une ligue 

mobile PQ coïncide avec le centre de courbure de la trajectoire que 

décrit le point de la figure mobile qui eohtrîde, à l'instant considéré, arec 

te ctnirede courbure G de la ligne PQ, correspondant au point de contact 

de cette ligne el de son enreloppr. 

On voit qnc, dans les constructions exposées plus haut pour obtenir 
le centre rie courbure Z lorsque les points C et K sont connus, ou les 
poinLsC, 0, O', il siilTira de prendre pour point décrivant le centre de 
courbure G de la ligne mobile PQ, el d'appliquer ees ronslruclions sans 
antre cbangcmcnl : elles conduiront à un centre de courbure Z qui sera 
précLHilmcnl cclrii tic reincliippc de lu Irsric l'O. Lii luéuie modilic 



ligne 

■»t H, 
^BOsiti 
KtBalc 
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)>'iippli<[ucT'iiil H lii conslriicrioii n'ti|)roitiif i[iji nous n servi |iiiiir rcniontri- 
(lu point Z nu |ioiiil K. 

44. Applicalion ti divers problèmes. — I. Kpici/iloùleg. Vn cercle ()' 
roule, exk-rinii renient ou inU'riciircmcnt, sur un cercle f> Rxc : un 
point M tic 1h rirconfdrencc du cercle mutant Jccril une c|»îcvcIoïiie, Ij; 
point de conluct C des cercles csl le ccnlre insinntiiné, MC est lii normulc 
à l'epicycloïile. Joignons le point N, cxtpi'mild du dininèire !«(»', uu 
centre du cercle Tivc : NO coupe la normale SIC au centre de rour- 
burt" 7. de IVpicycloïde, d'après la consiruclion de Savary. — Le cas où 
le point M est en dehors ou en dedans du cercle O' se traite de mf me. 

n, Itcpreimns l'ellipse di!erilc par un point M d'une droite AH i|ui 
s'np|iiiic sur deux droitts fixes (*•}. Nous avons trouve le centre insun- 
land C et la normale MC. I.cs points A, B de la figure muliile détrriTiint 
des droites 0\, OY, le point K est h l'intersccUoti de ces deu\ <]roiln>. 
Joignant OM, menant CN normale k MC, et par l'intersection N de OM, CN, 
une parallèle ù OC, cette parallèle coupe MC ati rentre de courbure Z de 
l'ellipse décrite par le point M. ^ On pourrait aussi se servir de la cun- 
struclion de Snvory, puisijiic l'on a les centres de courbure et 0' de In 
cotirbe fixe et de In courbe roulante. 

III. Hayon de courbure de t'enveloppe d'une droite AB qui s'nppuic sur 
detJx droites rectangulaires OX, OY. — l.c centre instnntani' est loiijnim 
b l'intersoetion C des normales ù OX, OY, en .\, II. l.c point M, projectinn 
de C sur AB, est le point de contiict de lit droite avec son enveloppe, CM 
est la normale à cette enveloppe. Le rentre de lonrbiire G itc la ligue 
mobile l'tant à l'infini stir CM, la droite qui joint ce jioint au point K, qui 
est ici eu O, est 0I).> parallèle à MC et coupant AB en D : menant CS 
perpendiculaire ù MC, NZ parallèle à OC, le point Z est le centtr lie 
courbure de rcnvcloppc, Mais on n évidemment 00 = CM. 1)X = 
donc 0\ = CZ = 201ï, MZ = H = 30I>, thcorcuic connu. 

/■Uaricrs. 

BriiLir'IlL- l'st iiutli.', ô im ÎiisIdiiI iiiidcaiii|ui', rai If rrrrlc <Icrri( sur IcdrumHnt 
Jil |Hiiii( C sur la iliri'ctiaa ilc U vitesse du point C, l'I iIf Inngiii'iir ëgitc à »m 

a. Centre de c-iurl>urcil« ta coacUorilr ilv Niromrdc (Chip. IV, ex. S). 

S. Va ciAv se il'uii angtf droit roulu hit un t<-\x\o II; t'niilrc cMé SM k 






rnroii du ccrciL' . le |iniiii M lU'crlt uiir <|ii>'a)L' irArcliiiiii'tli'. Troiii 
eenlte de courburr. 

n. Lr cciUre iiutatilnnc «si en C; MC rsl t;i iiorniftlc. On applfiji 
CDU si ru cl ion de Sovary, le pint 0' <^sl ici ii rinliiiî sur (>C. 

«. L*eriveli>|ipc d'une droite quelcDni|UG de lu lïgure utohileasoni 

Pcotirburc sur ana circoiifcrcDcr, décrite sur t 
' Aaiil tymilrit\ac du point K psr rapport nu crnlre iusiBiirnné. 
B. Can>éi]aeiicc de li rorniulc (;) où l'on Tait n^oc, et du IhtWi'nio du ii" 4a. 
•. Trouver le centre de emirbure de l'ellipse, considérée comme cnveiuppi' d'un 
cAlé d'un angle droit dont lu sommet pnreotirl une circonférence, l'autre ciilé passant 
|iur un point fi« (foj-.-r). 

«. Une droite ABM passe pur un point Rxt: A-, un de ses points B parcourt une crr- 
ermférenec passeul par A ; B)[ est constant. Trouver la normale et le centre de cour- 
bure de la trajectoire du point M {Limaçon de Patral); déterminer les courbes de 
niulement. 

A. Le cpDtre instanlané C est ■ IVitrémitc du diamètre BO; le point K s'obtient en 
prolongeant BC d'une longueur LK =: CB. Le lieu du centre instantané dans le plan est 
le carcle II ; dan) la figure mobile, i;'i'St un cercle de centre B H de rayon BC. Appliquer 
In construction de Savary. 

t>. Soient U, H,, lU, les sommets d'un triangle invariable qui se meut dans son plan. 
..... 



n (»*.■" 



i» ("«■■') . 



idtquaiil les points auxquels Se rapportent les segments », ;. 
m. Trouver le centre de courbure de l'enveloppe d'une droite MM,, 
point quelconque H d'une courbr donnée et faisant un angle constant av 
lie & cette courbe, 

A. Un considère le 
la eourbe donnée : le 
lion, M projection 11 
soit X le ceDIre de c 
ei-nire de courbure d< 

•- Tu triangle ABC se meut de telle maniJïre que ses deuxcdtvs b,c, restée 
j deu\ courbes données; trourer le tcntre de courbure de la courbe dée. 
« A, et celui de !■ courbe enveloppée por le eoU- n. 

, Le lieu des rentres de courbure des trajectoires des dilTércnls points d'unu 
droite, à un mémo instant, est une section conique passant au centre instantané 
'tangente «u en point aux courbes de roulement. La section conique est une ellipse, si 
est extérieure au cercle de diamètre CK ; une liypcrbolc si elle le coupe; une 
>i elle lui est tuugentu. 
1. Le bcu des points dont les trajectoires ont [eu rs centres de courbure sur une 
'Si une section conique piiss 



jtc MC de l'angle invariable comme roulant sur la développée do 
:entre de courbure C de la courbe est le eenlve instantané du mta- 
sur la droite MM, est lu point où celle-ci louche son enveloppe; 
uvbure de la développée en C; sa projection Z sur CU, est le 



it tangents 
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CHAPITRE VIII. 

DE L'ACCÉLÉRATION DANS LE MOUVEMENT RELATIF. 

45. Cherchons les rclalions qui existent, dans le mouvement relatif 
d*un point M par rapport à un système de comparaison O'SnC, entre 
V accélération absolue y l'accélération relative , et l'accélération d'entraîné- 
ment y qui n'est autre chose que Taccëlération du point mobile considéré 
comme lie au système de comparaison. 

Pour cela, reprenons les équations et les notations du chapitre II, et 
faisons d'abord une remarque importante. 

Dans réqualion 

dx /dXi ^ rftt db ^ dc\ / di , dfï dÇ\ 
^ ' dt \dt dt dt ^ dtj \ dt dt dtj 

le premier groupe du second membre représente la vitesse d'entraine- 
ment, projetée sur OX, en sorte que 

dx. yda db ^dc 

dt dt dt dt 

Mais le mouvement du système de comparaison O'^'/]^, à l'instant 

considéré, résulte d'une translation égale et parallèle à la vitesse du 

point 0',et d'une rotation autour d'un axe instantané O'R (33); et comme 

dx. 

—j^ représente la projection sur OX de la vitesse de translation, il est 

clair que l'expression 

. , y.da db ^dc 

donne la projection sur OX de la vitesse du point (^, v}, Ç) supposé lié au 
système, due h Ux rotiition de ce système autour de Taxe instantané O'R, 

Une remarque analogue s'applique aux termes qui composent les deux 
autres projections v^\ v'/ de la vitesse d'entraînement. 

Cola admis, dilTérentions l'équation (i) par rapport au temps; il viendra 

. . rf«x /d'x, ,d-a rf*6 rf»c\ / d'I .d'n d%\ 

(^) iîr^==(j?'^^ii^'^''w^'^^drO'^Vi^^^ 

(de, da dr, db d^ dc\ 
-1- — .^ ^ 1. 
d( dt dt dt dt dtJ 



Le premier membre vu la composuntc prellètc à 0\ Uc rnccél^nirion 
absolue y. Duns le sc<:ond membre, le premier groupe de ternies, jiihihcI 
se réduirait ce second membre si ^, r, Ç élaienl îndépcndnnts du lemps, 
e'est'à-dîre si M ëlait lié nu système de compnrnisnn, représenle i^vidcm- 
meitt [a projection sur OX de i'acci^l^ralion d'cniralncmcnt^;'". Le spcond 
groupe exprime la composante parallèle h OX de l'aecéldration relative 

1*', car-r-: > -;— i -;— sont les composantes de celle ncedIi!ralion suivant 
dl' ilr dr 

0'(, O'i, O'Ç, et a, 6, c, les cosinus des angles rcupceiirs que font ces 
;ixes avec OX. EnRn, nous considérons le troisième groupe comme repré- 
«^cntant la projection sur OX d'une troisième ftccélérfllion j'", doni nous 
déterminerons plus loin la valeur et la direction, et que nous nom- 
mons accélération cenlripèle composée. L équation (3) prend donc la forme 

(4) j'^j'.+j'.'+j'"' 

et les valeurs de i:„ i*,, diiïéi-en liées, donneront deux relations semblables 
pour les ases OV, OZ. D'où il suit, évidemment, que l'iireéléralion _; est 
In résultante des accélérations _;'',j",j"'. Donc 

I.onque le mouvement d'un point M eut rapporté à un sjfatème fixe et 
à vn système de comparaison viobile, son arcélération abtolue est la résul- 
tante de l'accélération relative, de l'avcélératton d'enlraintment, et de 
l'aecélératinn centripète composée. 

Déterminons celte dernière, dont les composantes parallèles aux nxes 
fixes sont 



I 



/dlda d^dh d^dc\ 
^\dl dl'*' dtdt "*" JtdtJ' 

/dl rfa^ dfi dW dl dr'\ 
"^ydt dl ~^'di~dt'*"dî Tt/ 

f'H— 'h^ tfg de"\ 
^\dl dt '*' dl dt'*'Tt dtj' 



Menons h droite MV, qui représente la vîtesfic 
reîalivc du point M. et ta droite MR', représentant 
l'axe instantané de rotation du système de compa- 
raison relntif au point M, nsp qui est comme nn 
fn vu, éç.»l et parnlléle i O'R («•). Les projeel 

: MV sur les axes mobitc'^, ou les coonlm 





I ron);iiic H, 



tll dr, ilZ 



il résullo i^vidcmmciit, ik- In rcmnrquc Oiiic jilus liui 

, CI lie 

rfEfJa rfntrt rfÇrf^ 1 .,„ 
dt dl '*' dtdt'^ dt dl "^2-'' 

rcpréacnlc lu comjiosiinlc parnll^lc l'i 0.\ ilv lu 
))Osé lie invnrinblemciitmi système de compnrnis 
svsU';mc milotir de !'a\c ii]Â[imtu[ié Mil'. On vcn 



r r(;)i|>rrssîon(3[), 



iicsse tlti poinl V, sii[i- 1 
n, dut; il la roUilioii de ce J 
H de riiênie (i 



soiil (%nii\, rcspcelivemcnt, iiiiv i'oiiiposaiiU.-â de celle mt'nic vlb'ièé' 
pni-HlIèlcmenl à OY, OZ, en sorte t[vii ectu? vitesse du |)oiiit V a m^mc 
dii-cclion que l'accélénitiuii _;'" et en vaiil la nioilié. On peut dune tliiT 
(|uc si t'oit iiièiie du point M une droite MJ'" paralMe à la riteU9 
(fu'aarail, dan» la rotation du iijiitème dt comparniso» autour de Vaxt 
inulantané relutif'au poinl M, l'rxtrfmitK V rfe ta droite tfui figure la 
vitesse relative, et double de relie vilease, lu droite MJ'" refirrsmtera et 
que nous avons appelé l'aeréliralion centripète composée. 

D'nprès cela, soit c-i In vitesse angulaire de la roUiliuji ins(nnlaiii<c MR' 
on O'R, l'angle que fait MV avec Taxe mstanlano MR'; on nitro cvi- 
demment 

/" = 2wi!' sin 0; 
de plus, In dircciion de/" est cvîdeinnient perpendiculaire à ccll« de b 
vitesse relative MV cl de l'axe inslantnnc Mil' : elle est d'ailleurs dcfinie 
avec précision par le liiénrème ci-dessus. 

46. Les e<]na(ionii i|ui nous onl conduit h la loi de euinpiisilioii des 
amUéraiions, étant écrites sons la forme suivante ; 

>;=>'— 7';'— y"'. c'P-, 
|ierinctlcnt de déduire l'aecélëratiun relative de l'aceéléialioii i 
Il Inut observer que —j'.", — j',", etc., s.iiit les eomposinUes d'une n 
lêratioR égale et direclemeiit opposée ïi raceélcrntion centripète i'"', et I 
que, pour cette raison, l'on appelle accéléralion ceiilrifuiic compoaét. I 
Donc, l'arrèln-atinii iliim le miii,vemei-t rcliilifilim piiinl rst In réniltunt* \ 
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de l'accélération absolue, de l'accélération d^ entraînement prise en sens 
contraire y et de l* (Accélération centrifuge composée. 

47. Le plus souvent, on n besoin d'exprimer les composantes de Taccé- 
lération relative, non parallèlement aux axes fixes OX, OY, OZ, mais 
parallèlement aux axes mobiles 0'^, O^ri, 0%, Le théorème précèdent 
fournit immédiatement Téquation 

J| = Jç— J| — Jç y 

et deux autres semblables. Or, si p, q, r désignent les composantes de 
Taxe instantané MR' ou O'R parallèlement aux axes mobiles, comme les 
projections de MV sur ces mêmes axes sont les dérivées de Ç, yj, Ç par 
rapport au temps, il suit des formules qui expriment la vitesse d*un 
point dans la rotation autour d*un axe que 

dÇ dr\ 

sera la composante, parallèlement à 0'^, de la vitesse du point V duc à 
la rotation MR' du système de comparaison. Donc, en vertu du théorème 
énoncé plus haut, nous aurons 



.,„ ^/ dÇ dri\ 
h =\^dt-'dt} 



et de même pour les composantes parallèles à O'r), O'Ç. De là les équations 
importantes 



( dl dX\ 



.V J Zff 



(5) {Jr.'^K—J 



y,=h-j<[-\Pdi-idi) 



48. Cas particuliers : 1*" Si le système de comparaison possède un 
simple mouvement de translation continue, la rotation instantanée o) est 
constamment nulle, a, 6, c,... sont des constantes, d'où il suit que l'accé- 
lération centrifuge composée se réduit à zéro. De plus, tous les points du 
système de comparaison ayant le même mouvement, l'accélération d'en- 
traînement /' a la même valeur et la même direction, quelle que soit la 
position actuelle du point M par rapport au système O'^riÇ : elle est égale 



u 
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et parallèle à raccélération de roriglne 0' au même instant. De là ce 

théorème : 

Quand te système de comparaison se meut d'un simple mouvement de 
translation, l accélération relative est la résultante de l'accélération 
absolue et d'une accélération égale, parallèle et de sens contraire d celle 
de l'origine des axes mobiles. 

^ Si, (le plus, le mouvement de Torigine mobile est rectiligne et uni- 
forme, raccëlcration de ce point est nulle, donc raccëlération relative et 
Tnccélcration absolue ont même valeur et même direction. 

Exercices. 

1. La spirale d^Arcliiniède, r=za$, étant décrite par un point qui se meut unifor- 
mément sur le rayon a, pendant que ce dernier tourne avec une vitesse angulaire coo- 
stante w autour du pôle (Ch. Il, n* 14), déterminer Taccélération du point mobile et en 
déduire le rayon de courbure de la spirale. 

R. On trouve r =: « {/a* ■+• i** pour la vitesse du point; >' est nul;/" = «**r est 
dirigé \crs le pôle; /"^sSoi'a est normal au rayon r dans le sens de la rotatioo. 
Donc/a: w' l/r^'^To*. On tire ensuite, de la Taleur de y», 

•. Déterminer Taccélération relative d*un point mobile à la surface de la terre. 

H. Prenons le point mobile M pour origine, Al; suivant la verticale, Mç tangent au 
méridien et dirigé vers le nord, Nij tangent au parallèle et dirigé vers PcsL Soient m li 
vitesse de la rotation terrestre, R la distance du point M au centre de la terre, l la lati- 
tude du point M ; Taxe de rotation de la terre étant dirigé vers le pôle sud, on a 

p = — wcos/, 9 = 0, r^ — wsin>, 
et Ton trouve 

iç =yr — w*R sin i cos / — 2 w sin À • v^. 
J^ =j\j -♦- 2 « (sin > • v^ — cos A . vl). 
Jy =Jr -H ft»* R cos» / -H 2 w cos 3l • V '. 

Exercices sur la cinématique en général. 

i. Démontrer, par des considérations cinématiques, que si Ton projette un pôle O sur 
la tangente en M h une courbe (C), si p, ^ sont les coordonnées polaires de la projectioo, 
la distance du point O à la normale en M et le rayon de courbure en ce point M, ont 
pour expressions 

dp (Pn 

T' ''"♦"TT- 
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e droiti; tnU- langi-nlc à mu- cotirbp donnée (A|, et toupe d< 
■ C'ii (C) eu <iti poiiils H, U'; N, .N' sont les reticoiilres dus iiut- 
M poinUiivce Ju uormale ii (A) au foiat de coutoct O; r, r' 
li's distBDcei desfioiuls MclU' i ce point decontset. di ledé|ilacfmi'Lit 
iiiigulaire tnlinimeiil petit de la di'oltc mobile, p le rayon <1l- vmirljurr' 
|A| ou painl O, iti, ,li' les L-Iémcnu de \C), (C'|. Ou n 




/. mv = 



NX' M. 



MS 




>ii[iaitréi|UatiDn;i = /'(^) d'une courbe (C) (voir ex. I); lu vuurt>n(C) ruuti 
le droilc AX : trouver rêquatiori du In l'ouletle ilccnte par le poîiil dam ci 



:v doi y pi'i'pr'iiilieiiluii'u; i 

=j. = /-(-A T=l/-|, 



Suit AX l'iue a» x. I 



■ C|U.' 



I d'un 



l'aliul 



u ïoiiLiucl d'uue purabolu le pùlc d'uiji; spirult d'ArvIiiuu'di', Jojil le 
ië du celui du la parnLolp, (.1 i|u'oii AiBse fuulur in lêrieu renient la 
^^jmrilr sur la parabole, snn pâle décrira une ligne droite, axe de Id parabole. 
^^■B. La lon^pieurdel'nrc décrit p»r an point H, dans le mouvcmunl d'une ligure plane, 
^^^H celle de l'arc correspnndanl de la podaire de la courbe roulante jiar rapport au 
^^BhU, eoramcR, + R, est II 11, (7<°t3). Si U courbe Rxc ae réduit à uue droite, ce> 
^^^H corresiMindanli sont é^aux. 

^^Hl. l'uc courbe (A) roule sur une droite (D) en entraînant nue courbe (B) ; un point M 
^^Kneul sur (R) de sorte ijuc sa vitesse relative, à chaque instant, eoil parallèle il (U| ; 
^^nn iiu'il décrit dans le plan est égal à l'arc correipondant de la courbe, lieu du la pro- 
jrctiou, ïur la langculc à |A), du pu iil de (II) où Ih tungenlc a même direction. 

*. L'cuieluppe d'un arc qui.'li-oiii|UC de (Bj est égal ii la d L'tiii-soninie de eut arc et de 
l'irc corrrapondaut du lieu, obtenu eu ubaiisant uul> pcrpeudieulaim du poiul du con- 
tact sur la tangente à (A), et prulongeanl cette perpendiculaire d'une lougurur égale. 

•. Une courbe (B) tourne autour d'un puini liicA; un point 11 se ineul sur (B) de 
Mrte i]UL' sa vitesse relative ail une direction tonslanlc ; l'arc décrit par M ■ même 
liiiigui'ur i|nc l'arc correspouil ui[ du lieu des projec.ious du point A ïur le» normales à 
lj courbe (B). 

lV. B, On trouvera ces Ibéorûiiies et d'aulrrs, dcduitjj de proprictës plus générales, 
djins uu beau mémoire de M. A. Mannlieim, lar Ici longueuri comparèei d'ara de tuHrba 
.UHfnnle, (J. de l'Éc. l'olyl., %L' cahier). 

!•. Un Système articulé, compose du deux eâiés opposée .Vil, CD d'un Carré cl de lu 
•gouale AD, est mobile autour des souiniets 11, C lunsidêréi comme pivots fixes. 





ublifv U' (louii J' u décrire u 
une druitc pprpcndiiuliiin: 
nnftulmVc du côld AU aulou 



/iléme arliculr de t'etatcelUei: — Quatre liges A 

égilc AD, Al>', CD, CD', forminl un losiiige *rti 

; \ci samincts I) cl D' ioiit reliM par drs bridri «gtin Dt 

DL<mnntrcr 1° que Ira poinl5 A, 0, C sont toujours vii tigti 

pruduil ADXBC thIp cotisliiiti 3* quv » Iv poiot A dccrit u 

li^ point 1), le •^ninmnt C décrira une droit* perpi-ndieuUir« ■ 

Jtmiii'Ii'i- |>.'iisaiil par fi. Etant donnée la Titesw anguliii 

^niiïiuiili! du 1d liane DU autour du .pivat B, dëtoraiinc 

.11 ^ruiidi'urel m direction, par drs coiiaidérslîona ciiu 

iiuli<|u<'s. in vîtes»» des dilTÉrrnls 9omroi!l!i, Je oenLi 

iititntitiini.' dp nili)! iun de cliacuut' des liarres, Ih IraJMloin 

itci'iii- par un point qucleoiiquc! du Mstème articula, t 

n. — Un système articulé AttCU est faillie dfrs edlé) tL 

diugaiiiiles d'un Impèii' isueèle. Ilpinnnlr'' 

le ciUc AB, un iKiiijl ijoplcunque du cAté CD dét'rit ua» 

dËConi4U('; S°qtiesil*(iri lixc un point du eité AB. 

:i l'on mi^ne la droite OI'P' parallèle aux lascs AO, BD, 

is puinls O, I', P' lestent cuiislaniinriit sur une ini 

ilc, a l'on B OP . un' = r<,a,l ; d'où il suit que si I 

e circonrërcnce passant par lu point U, le point P' drc 

lU diamètre passant rn 0; .1° Etant donnée la vili 

du point O, construire les vitesses des (Hiiiils C, 0, 1>, K— 

rotation des cdtés du syslimc, cic. 



LIVRE DEUXIEME, 



STATIQ UE. 



PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA MÉCANIQUE, 



S. Nous Appelons rorpi des porlJons de matière limitées en Ions seits. 
s regardons les corps comme des ségrégations de parlicnles li'è«-peti- 
tes, dont le nombre est extrêmement i^rand, loiilcs isolées \ei unes ricâ 
mitres : ce sont les molécules. Les moléeiiles elles-mêmes sont composées 
d'un certain nombre d'éléments mtilériels que nous regarderons comme 
inéitndus, comme de simples points géométriques dnos cliacun desquels 
réside un centre d'aetion de la matière : ce sont les points tnntériels. En 
iléfiiiilîve, les corps se réduisent à des assemblages d'un nombre incalcu- 
lable de points malcricls. 
Les principes premiers de la mécanique, sur lesquels reposent les 
lations qui existent entre les mouvements des corps et les actions, éma- 
nt d'autres corps, auxquelles nous attribuons ces mouvements comme 
immédiate, sont empruntés à rex|>érience et peuvent se 
s il trois. Des observations raille fois répétées, des expériences 
Aituées en vue de vérifier ces principes, des inductions simples et natu- 
i ont conduit peu à peu à admettre leur généralité absolue, et 
nime les conséquences sans nombre que l'on en a déduites par le cnicul 
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se snnl loiijoiiis vérifiées, On csl fondé à les rcgnrilci- comme enliiTciiiPiil 
lioi-s «le doute. A la vérité, ce n'est d'iibonl (|ue sur des inouvemenls raji- 
porlés k Ifl terre comme immol>ile que les obscrvniions ont pu iin toiles, 
et c'est pnr îndHclioii qu'on h cicndu à tous los moiivcmenu le* lois 
auxquelles ces obscrvniions nvnicnl conduit. Huis, cette générnltsntion 
fiiile, on B reconnu entre les conséquences nnxqiicllcs condnisnienl Ir* 
lois fondnmentnlcs, cl les faits observés, même h In surface de In terre, 
de légères discordances, qni s'eiTaçaicnl de pins en plus k mc»nrc nue le 
système auquel on rapportait les mouvements, et que l'on regnrtlail 
comme immobile, opprochail de se confondre avec le système le [iltts 
vaste que nous connaissions diins l'univers, celui des étoiles fixes. C'est 
ainsi que l'on n été conduit à attribuer l'immobilité à ce système; c'est 
k lui que nous rnpporterons pnr la suite les mouvements absolus, et c'est 
dans CCS mouvements seulement que les princiiics que nous niions énon- 
cer nuront leur pleine si;j;ui fient ion et leur entière einctitude, 
BO. I. Prikcfpe oe l'inertik. — Un point motfrifl est r 
modifier par lui-même la vitesse dont il est animé, et il a beêi 
rcla de l'aclioH d'mie cause extérieure à lui. 

Si donc il est en repos, il y restera indéfiniment; s'il est en 
ment, il aurn un mouvement rectilignc et uniforme, tant qu'une MclÎAn 
érriingére ne viendra pas le tirer du repos ou cliangcr la direction et 
la grandeur de sa vitesse. Cette cause capable d'engendrer nu de 
modifier le mouvement d'un point mntériel, quelle qnc sotl sa naliin- 
intime, nous l'nppclons une force. Il n'arrive pas toujours que win effet 
suit un mouvement, parce que d'autres causes, ou des forces semblables, 
peuvent s'opposer au mouvement qu'elle tend n produite. Néanmoins, 
nous concevons que dans cette circonstance la force ne cesse pas d'i^ir, 
de solliciter la matière su mouvement : le sentiment de l'elTort i|uc nou$ 
déployons pour metire les corps en mouvcmeni, |iour vaincre un obsUctc 
quelconque, nous donne une idée très-nette de In force considérée ninsi 
absirnetioo fnilc du motivcment qu'elle est rnpnblc de produire, et naos 
rangerons celle notion parmi celles que nous jiossédons u ;)rioci. 

Il faut observer i|ue le principe de l'inertie ne signifie nullement (jnc 
les derniers éléments matériels soient incapables d'aucune action : on 
eontrnire, nous serons nmcnés à attribuer l'ensemble des phénotuinra 
des nctîons réciproques des jioinls matériels les uns sur t€C 
\oulons dire «culcmenl que le point mnléiicl est «msaelton 
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ivcmunl, el que celui-ci ne pciil cire modilii? que |inr 
k préiciicc cl l'antiitii il'aiilres points mau'ricls, 

1. Lfi tinlion de In force, réiliiitc & ce qu'elle n d'essenlîei, implique 
s èlifments : le point matcrîcl sur lequel clic s'ewrce, el que l'on 
iinc son point d'appliration; lu dircclion de la droite suivant laquelle 
elle tend» dcpl.icerson point d'application, supposé libre et en repos : 
c'est ce que l'on nomme la direction de ta force; enfin, son intensité, ou 

KTaçon plus ou moins énergique dont elle ngit pour transporter son 
jnt d'itpplicalion. Lu rcprésenlalion f;éninclrique cl analytique des 
ox premiers ('lémenls n'ulTrc aucune particularîtif nouvelle, mnisquant 
Il l'intensité, nous aurons besoin, pour lu mesurer, de poser les principes 
de la compnrnison des Torces enlr'elles. Nous nous bornons, pour le 
moment, k admettre comme évident que deux forces qui, agissant succes- 
pvement sur un même point matériel, lui communiquent exactement le 
léme mouvement, sont égales entr'clles. 

I t9. I[. Principe de l'ooépendince des mocvehetits. — Si un point 
atériel M atiimè d'une certaine vitesse el soumis à l'action de certaines 
rcet F, F'.,.., vient à Hre soUicilè par une force nouvelle P, le niotive- 
mt relatif ifu'it prendra, par rapport à un système de comparaison 
H'fK^ d'un mouvement de translation égal au mouvement qu'aurait eu 
Bpoint M sans rinlervenlion de la force P, sera précisément le même (fue 
9 la trattslalion commune n'existait pas, et que la force P seule agisse 
fur le point M. 

' Ainsi, un corps lanr« d'un wsggou marchant avec une vitesse consi- 
dérable, dans une direction perpendiculaire à la voie, tombe, non nu 
point vers lequel on l'a lancé, mais en un point plus rapproché de celui 
vers lequel marche le wnggon; son mouvement par rapport au wnggon 
est sensiblement indépendant de leur mouvement commun, et le même 
que si le waggou et le corps étant en repos, on appliquait ii celui-ci la 
même force. 

La première conséquence que nous déduisons de ce principe, t'est que 
la vitesse dont un point matériel M est animé à un inslnnt quelconque 
n'influe en aucune manière sur les changements que cette vitesse éprouve, 
k partir de cet in>itanl, par l'action des forces qui lui sont appliquées. En 
effet, concevons un système d'axes reeiangulaires emporté par une trans- 
lation égale cl pnrnllèle h la vitesse que possède le point M a l'époque (. 
iclutif que les forces motrices imprimeront nu point M à 





partir (le ccl imlant, par rapport ii ce système mobile, sera, d'sprAak 
principe, îdeniiqur: nu moiivemenl qu'elles donneraient au mimt point, 
siippu^ié en repos, pnr rapport aux mi^mes axes supposés immobiles. Ce 
mouvement ne dépend donc pn« de Ja vitesse aeqiiise à l'instant I ; il m 
est donc de même des accroissements des composantes de la vlic«e 
parallèlemenl aux nxcs, accroissemenlB qui se conrondcnt ici avec les 
composantes de la vitesse relative, 

SS. Appliquons ce qui prcccde h une Torce eonstanle. l'nc lorcc c«t 
constante pendant un temps donne, lorsque, pendant la dui-ee dont il 
s'agit, sa direction ne change pas, et que l'intensité de son action sur le 
point matériel reste constamment égaie à elle-même. Soit P une telle 
force, de direction AX, appliquée il un point libre et en repos pincé 
en A : il est clair d'abord qu'elle produira un mouvement rectilignc 
suivant AX. De plus, si à une époque I la vitesse est r, cette vitesse 
croîtra d'une quantité Ao pendant un temps /^l compté i partir de 
l'époque t, et, d'après la remarque faite plus liuul, Av sera égal i la 
vitesse que la force P communiquerait au mobile parlant du repos, daa< 
le même temps At. Or, lu force P étant constante, cette quantité Av est 
toujours la mémo pour un mêmeAt, quelle que soîl l'époque f; la vitesse 
ernit de quantités égales dans des temps égaux: le mouvement est donc 
unircM-mément varie. Ainsi toute force constante imprime à un point 
matériel en repos un mouvement recliligne uniformément varié. 

Cette eniiséquence subsisterait complètement ^i le point M, au lieu 
d'être primitivement en repos, avait déjh une vitesse déterminée sui- 
vant AX, puisque les accroissements de la vitesse seraient toujours indé- 
pendants de ta vitesse antérieurement acquise. Mais, suivant que celte 
vitesse initiale serait dirigée dans le sens oii In force agit on en 
sens contraire, celle-ci aurait pour effet d'augmenter la vitesse ou de la 
diminuer. 

Réciproquement, un point matériel anime d'un motncment rcctilignc 
unirurmcmcnt varié est sollicité par une force qui, nécessairemrni, est 
constante, puisqu'elle ferait acquérir nu point en rapos une même vitesse 
au bout d'un même temps, quel que .soit l'instant de son action que l'on 
considère. 

Soient maintenant deux l'oi-ccs conslnntes P, P', appliquée» h un mémo 
point M suivant une même direction AX. ta force P agissant seule, pro- 
duirait un mouvement unir»rmémcnt varié suivant .\.\, nvec une nccélé- 



l'iiliun j. Soit, de mime, j' l'nccclcrulion conslnnlc qui rcsiillernil <le 
liiclinn de la force P' seule. D'après le principe II, aï les forces P, P' agis- 
sent siraulUinément, le mouvement du point M se compoEera d'une Irnns- 
lation A'entralntmeut avec une acci'lératiun _;' suivant AX, cl d'une traus- 
Ifltion relative suivnnt la même droite avec une occéléralion j'. Donc, 
d'uprès la loi de composition des acrël^ralions (48), l'a cc^)(!ra lion tnlale 
du point M secs dirigée suivant AX, et égale k j -h ;' : le point M aura 
encore un inonvemenl uniformémcni varié. Or, nous concevons ijH'il 
cxisie nécessairement une force conslunle R capable, à elle seule, d'im- 
primer au point M suivant AX la même accélération constante j -\- j' : 
nous dirons, par définilion, que celle force B est la ^omnie des deux 
forces P et P'. Si les forces P, P' élaicnt égales, les accélérations j, / 
le seraient aussi, J'accéléralion lolalc serait 2J, et la force R sérail double 
de 1b force P. Une force serait triple de P si elle communi(|uait au point 
libre M, suivant la direction AX, une accélération 2j triple de l'accélé- 
ration duc à l'action d'une seule force P, cl ainsi de suite. On voit 
donc ce que seraient deux forces constantes P cl R dont le rapport 
sérail exprimé par un nombre entier n, par une fraction m : n, par un 
nombre incommensurable p. 11 sulTira donc de rliorsir pour unïlc une 
force bien déterminée : l'intensité d'une force quelconque sera repré- 
sentée par le nombre qui mesure son rapport ti rinlensilé de la force 
choisie pour unité. Enfin, toute force se représentera géométriquement 
par une droite, menée à partir du point d'application dans la direction 
de la force, et ayant une longueur proportionnelle à l'intensité 
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Il résulte de ce qui précède que de» forces constantes, agissant 
•.taiitiement sur un même point matériel, sont proportionnelles aux 
qu'elles lui communiquent. En sorte que si P, P',, . dé- 
forces; j,j'-- les 
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si);nent les nombres qui mesurent les intensités de 
accélérations eonslanlcs correspond a nies, on 
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is ce rapport P .j, constant jiour un même point raotcriel, varie 
point matériel â un aulre; c'est ce que l'expérience nous apprend, 
pport P : j alTectc donc pour chaque élément de ta matière une 
r carnctërislique : nn lui donne le nom déniasse du point matériel, 
mnK^f iVnn rnrji.i i/uulrniique est la somme des masses de Ions les 
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r'cs[-ù-dirc qii'uHc force ronstatile est mesurée par la masse du point 
malériel aufuel elle est appliquée, multipliée par l'accrlèrntion qu'elle 
lui communique. 

Nous expliquerons plus loin commenl on évalue en prallque les mass» 
des corps cl les intcnsilcs (les forces; obsurvons seulemcnl ici qu'il n'y» 
pns lien de lî^er une unité de mnssc, Is mnsse é(anl siinplemciil le 
ropporl des deux nombres qui représentent la Torcc et rnccélépntion. 

as. Chcrclions nclucllemcul ù déterminer la dii'Cclion et l'inUMisil^, 
il une époque quelconque f, île In Tarée ineessammenl vai-iable P qui 
communique ii un point malériel M un mouvemenL curviligne i|uelconqiic. 

D'après les conséquences déduites du principe de l'Indépcndanee de» 
mouvements au n" a«, lu vitesse que le point M, supposé en repos i 
l'époque (, acquerrnil an bout d'un temps infiniment petit Al sous l'actloa 
de Ir Torce variable P que l'on considèic, coïncide en grandeur Cl en 
dii-cetion avec la vitesse relative dont le point M est animé k l'époque 
f + Af dqns son mouvciDenl réel, par rapport à un système doue d'une 
translation égale h In vilessc MV qu'a le point M â l'époque (; c'csi-b-dire 
avec l'accélération élémentaire VVi du point M, comme il est Tseilc de 
ic Toird'ajirès le n° S6. Si celle vitesse VVi clflit produite paruno force 
constante P', la direction de cette force serait celle de VVi, et son inten- 
sité serait mesurée (94) par la masse m du point multipliée par l'arcélé- 
ralion conslanic de ce niouvcmenl, c'cst-Ii-dire, d'après ce que non» 
avons expliqué du mouvement uniformément varié (38), pnr 
VV, 
'"'AÏ' 

Ov, A( étant inlinimcnl petit, on doit mlincllic que la direction cl 
l'intensité de cette force constante P' ont respcclivemenl pour limita !■ 
direction et l'intensité, ii l'époque I, de la force variable P que nous consH 
déronsd). Unis la direction VV|, à la limite, est celle de raeeélcratioe 
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iipcj^li^ralion j ellp-méinc. Donc nous poiivuns i!noiiccr h- lliroi-ènic siii- 
vnnt: tonqu'an point matériel libre a un mouvement curviligne quel- 
conque, ta force qui le sollicite, à chaque imtant, a pour tlireclion celle 
de t'aceéléralion du point mobile; son intensité est memiri'e parle produit 
de la masse du point par l'accélération qu'il possède à cet inaluut. En 
sorte ifue, X, Y, Z <^lnnt les L'ompasnnlcs <lc In fnriT P pu ni Ile le me rit nii\ 
nxes, nous aurons les é<|uniii)ns 

I. Si deux forces égnics P sont uppliquéi^s :i un m^inc pninl M en 
105 dons des directions (l]ain<:tralenient opposées, rncri'lrrniîon lolnlc 
communi(|uec i ce point, d'après le principe de rindépencinnce de^ nioit- 
Tcmenis, scrn In somme nlgébriquc de l'iiceélemlion relalivc dire l'i l'une 
des Torcos et de l'ae ce k' ration d'cntrninement due k l'autre, el ces jicrék-- 
riilions étant égales et de signes contraires, rnccélëralion totale sera nulle 
et le point restera en repos. Donc, deux forces égales et opposées agissant 
simultané ment sur un même point mntériel, s'annulent réciproquement; 
si le point H avait d'abord un certain mouvement, ce mouvemenl ne sera 
pas modifié par l'irttcrvenlion des forces P. On dit, dans ec cas, que les 
forces se font équilibre, ou que le point M est en équilibre suus l'action 
de ces forces. Il est eliiirquc l'on peut, sans rien changera l'état de repos 
nn de mouvement d'un corps, appliquer en un de ses points, ou en un 
nombre quelconque de ses points, des groujws de forces deiix-îi-deu x 
égales et directement oppnsécs. C'est ce que nous ferons souvent pour la 
fiti'iliié lies démonstrations. 

Cette propriété de deux forces égales cl opposées de n'imprimer aucun 
mouvement îi un point matériel en repos fournil le moyen le plus com- 
mode d'évaluer les intensités des forces. Au lien de comparer les forces 
flccéléralions qu'elles communiquent h une même masse, on les 
le 11 une force bien connue en clierchanl combien il faut réunir de 
i pour faire équilibre à la première. Nous verrons plus loin que 
force type h laquelle on rapporte toutes les autres csl la pcsanlcur, 
pour avoir une idée nette des procédés employés dans cette compa- 
in, il sera nécessaire de connaître les lois de la combinaison des 
et celles de leur cqiiililn-c. 




SJ. IH. Principe ne la réaction. — Toulen les foû ifii'imjioint maliritt k 
vxet-ce sur tin autre, point matériel R uae action (}tielconqHC, réâproqHt- 
ment, It point B exertt sur le point A une action égale et dirtctemnl 
opposée. Cctlc seconde force se nomme 1h réaction ilii point B : rection 
ri la i-éaclion sont donc dii-igt^cs stiiviml lii droite rjui pusse jjnr les |>oinh 
A et B, mtii>i il importe d'observer f|iiV//''* nnifissent pm sur It inrtiir 
point. 

L'expérience montre que, si nous mêlions un corps eu niuii veulent eu 
le poussant ou en le lirant, méuc s'il est parfailemeni libre, nous «éprou- 
vons une sensation de rcsislanec; si la Irnclion est exercée par un RI 
élastique, l'allongement du lien montre bien qu'il est sollicite k ses 
cxlrémifa^s par deux forces de sens contraire, et égales cnlr'elles. Dans 
les mouvements célestes atlribiics h l'iitlraelion, nous trouvona que 
celle-ci est toujours réciproque et égiile entre deux corps; etc.... En un 
mol, toutes les conséquences que l'on déduit de ce princi[>e se v/rifiant 
eonslamment, nous devons le regarder comme parf^itemenl établi. 

Des trois principes que nous venons de poser, nous pourrons déduire, 
pur le raisonnement et le calcul, toutes les lois du mouvement on de 
l'équilibre des corps sous l'mfluence de forces données qui leur Boni 
appliquées. Le problème de l'équilibre étant le plus simple, et présentani 
d'ailleurs une importance très-grande, nous Irailerons en premier lieu 
de celui-là : sn solution forme l'objet de la statitfue. 



CHAPITRE X. 



RÉDUCTION ET ÉQUILIBRE DES FORCES AGISSE 
MÊME POINT. 



58. Considérons en premier lieu un point libre M sur lequel b 
simnllHnémcnl deux forces P et P'. 

D'uprès le principe de l'indépendunce, si l'on conçoit un système lie 
comparaison doue d'un mouvement de translation égal h eeluî que U 
seule forcep donnerait au point M, le mouvement relaliTdu point M par 
rapport k ce système sera dû uniquement îi t'aclion de la force P'. Son 
iiccélération totale / i\ cIkiiiuc iusiant serii dnric lu rcsuliiuile des acréit'rtv- 
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lions /' <-'t/, ciiiTespuii(i;inli's iitiv l'orccs P cl P' consîdérdes isulémenl. Mtiis 
iiu a vu (AA) qu'une force unique R, oynnt pour ilirecUon celle de 
l'accéli^rntiaii loialc J et pour inlcnsitt! le produit mi de la masse du 
point par son accëldralion, lui imprimera il cxaelcment ce même mouve- 
Qient (ju'il ticnl des forces P et P' ; la force It penl 
done remplacer les forces P el P'. 

D'uulrc part, les forresP, P', a élnnt diriiçécs respec- 
livcment suivant les acrclerationsj, j', J etproporlion- 
iicllcs à ces nccëkVa lions, les droites MP, MP', MR qui 
rcprescnlenl ces forces en grandeur et en ilireclion rurmeril enlr'flles 
une figure semblable h celle que forment les droites qui figurent ces 
accélérations j, f, J ; donc MR e^l la résultante de SIP. MP'. De \h le 
ilt^orcmc connu sous le nom de parallrlograiiime drs forces ; Deux 
forces P. P' agissant simultanément sur un même point matériel libre, 
sont ridurtibles à une seule, et si l'on conxlrail un parai lélagramme sur 
Ut droites gui représentent les forces P ut P', (a diagonale représentera, 

^grandeur et en direction, la force R équivalente aux deux premières. 
l'utiliKi de ce théorème el ceux que nous en déduirons consistp en ce 
lieu de composer les mouvements que les points ou les systèmes 
prennent sous l'influence de diverses forces, nous pourrons réduire 
d'nbord ces forces fi un sysicmc plus simple et en déduire ensuite plus 

ilemcnt le mouvement. 

Corollaires. 1° Le Irii.nyli- Hl'R,on PU = MP'ctuù >li'll=. iSo°— P>1P\ 
P'MH, nous donne" 

P' H 



siniP.H) sinCP.P'j 
- P'» -+- 3l'l'' vos (P, P'). 
kcquoUonsfont connaitre 11 el l^iii^lc IIMI), si P,P', et l'angle (P, P') 
pt donnés, 

■ Réciproquement, une foriT donnée H peut toujours être remplacée, 
uquc snn elTet sur le point M soit eliangé, par deux autres forces de 
Klloils données MP, MP' : il suffira de décomposer suivant ces dîrcc- 
iS la droite Hit qui représente lu force R. 
'f Lorsque les forces P, P' fotil un angle droit, on n 

sin {P, P') = I, siii IP', H) =- ros (P, l\), 
H eus (P, H), P' = R ^]n (1>. 11). H' = P' h- P". 
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59. Su|i|iusiiii.s luuiiilL-tiaiU du ooinbrc i|uetcoiii]iii.> ilu Tui-Les I', P',... 
ii{i|ilii|iiL-es ù un iiiùmc poînl libre M. Par le ttiëurùmc ci-dessus, un rcm- 
plnccrii d'iibcn-d les forces P, P' pur leur resulliiiitc Q : lu force P" cl lu 
l'iirce Q, d'uprùs la uiéinc règle, seront rëducliblcs à nne seule force Q', 
<lc scrlc que les foi-ecs P, P', P" sont remplactïes par leur rcsnlianw MQ', 
l'I iiin.si de suite, quel que soîi le nombre des forces P iippliquécs «<i 
point M. Donc, en gcni'rul, des foreesP,P',P",... tigissiint xitiiultaMémmit 
snr un mime point M, praduùenl U même effet qu'une force unique H. 
reprrsenlêe eu grandeur et en direction par la résultante dex droileM </ni 
représentent le» forces P, P',... 

A raison de celte construclion. In forée R est dilc In réialtanlt Aa 
forces P, P',... et celles-ci sont nppclces les cumposnnles de H. 

En particulier, truis forces P, P', P" se rëduisenl a une seule, repni- 
seiilée en grandeur el on direction par In dingonrile du |iiiriillélipi{Kilv 
construit sur ces forces. 

Appliquons les |iroprîctt!s des i-ësultnnlcs. Soient a, (i, y les niiglc^ 
directeurs d'une force P, par rapport ii trois axes i-ectungulaires 0.\, OY, 
07.; les eomposantes X, Y, 7. de celle force, pnrnllèlenient aux avec, 
iuiront jioiir expressions 

.\ = Pcos«, Y = Pcosp, Z = Pcosï, 
et ptiurronl, |ij'iscs srmullanéuieul, remplnecr l>. Muis X elniil pnsjlif <io 
négatif suivant que l'augle a est ai};u ou obtus, nous conviendrons de 
regnrder les forces X, Y, Z comme positives ou négatives suivant qu'elle-^l 
naissent dans le sens des euurdunuées positives nu en sens ennlrsirCt ■!!• 
de d'inner il cet l'ormules toute la généralité (Kissible. Nous .nnrons don ^ 



P 



. /.\' + Y' -i- 2 



P 



P 



eosy = 



7. 



Kn^tijie, 11 déslirnanl In i-ésiilinnte de 
■nM; a, b, c les angles dii-ertcurs de H, 



apjdiqiléc^î* 
'S formule!'^ J 



= l/(iX)»-t-(2Y)'.^(i7,)', eos« = 

Le.4 eoniposiinles X, V, Z d'une furci 
ei relnlions rî-ilcfisus, il s'eiisuil que i 



qilcIcouqlJf 
!s riirntuies 
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Si les forces P, P', P'\... agissaient suivant une même droite, les unes 
dans un sens, les autres en sens contraire, il suffirait de choisir cette 
droite pour axe des or, et d'étendre aux forces P et à la résultante R la 
convention de signes admise plus haut pour leurs composantes parallèles 
aux axes. Chacune des forces se réduisant alors à sa composante suivant 
Taxe des x, Téquation 

R, = 2X 

se réduira à celle-ci : 

R=vp; 

ainsi la résultante sera égale, en intensité, à la somme algébrique des 
forces données j et le signe dont cette somme est affectée fera voir dans 
quel sens agit la force R. 

•H. Équilibre d'un point matériel libre. — Lorsque des forces P, P',.. . 
agissent simultanément sur un point M, il faut évidemment, pour que 
l'équilibre ait lieu, que leur résultante soit nulle; cette condition suffit 
(railleurs^ puisqu'elle implique que la dernière force est égale et directe- 
ment opposée à la résultante des autres, ce qui entraine l'équilibre. Les 
équations nécessaires et suffisantes de l'équilibre des forces appliquées à 
un point libre sont donc 

R, = o, Ry =» o, Rs = o, 
ou 

lX = o, 2Y = o, 27 = 0, 

/c signe 2 s'étendant à toutes les forces P. On déduit de ces équations 
ffue, quand l'équilibre a Heu, chacune des forces est égale et directement 
apposée à la résultante de toutes les autres, ce qui était d'ailleurs évident. 
Celte remarque conduit à une expression commode des conditions 
<^*c5quilibre, lorsque les forces P sont nu nombre de trois. La force P" 
^*-^nt égale et opposée à la résultante Q des forces P et P', on a 

P" = Q, (P, P") = i8o» - (P, Q), (P', P") = i8o« - (P', Q), 

et. les relations du N** 5S (i") donnent par substitution 

P P^ P^^ 

sin (P', P") "" sin (P, P") "" sin (P, P') ' 

V«s conditions d'équilibre sont donc i" que les trois forces P, P', P" soient 
dirigées dans un même plan^ 2'' que chacune déciles soit proportionnelle 
«M sinus de l'angle des deux autres. 
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6t. Équilibre d'un point retenu sur une surface fixe. — Le point M 
étant sollicité par des forces données, et ne pouvant se mouvoir que sur 
la surface S, produit sur celle-ci une pression déterminée : la surface, en 
vertu du troisième principe (57), exerce à son tour sur le point M une 
réaction égale et contraire. Nous regardons la surface comme parfaitement 
polie, c*est-à-dire comme ne pouvant exercer en un quelconque de ses 
points qu'une réaction dirigée suivant la normale à la surface en ce point. 
D'ailleurs, l'efTet que la présence de la surface produit sur l'équilibre ou 
le mouvement du point se trouvant compris tout entier dans cette réac- 
tion, nous pouvons faire abstraction de la surface et traiter le point M 
comme entièrement libre, si nous joignons aux forces motrices qui 
agissent sur lui la réaction normale N de la surface. D'après cela, si 
X, Y, Z sont les composantes rectangulaires de la résultante des forces 
motrices; >, yt, v les angles directeurs de la normale h la surface en M, 
les conditions d'équilibre d'un point entièrement libre fournissent les 
égalités 

(i) X -♦- N cos X = o, Y -+- N cos fji = o, Z -♦- N cos v = o. 

Soient x, y, z les coordonnées du point M, F (x, y,z)=so Tëquation 
de la surface, et posons 

On a, comme on sait (Cours d'Analyse, 180), 
(2) cos>. = ±-^, cos^«±-_, cosv=^±-_, 

et, par suite, les équations d'équilibre prennent la forme 
Y-i-^^'*''' v-^NrfF ,_._NrfF 

""^yT.-^' ^^VdJ?=°' 2=^vdi=°- 

L'élimination du rapport N : V entre ces trois équations donn? 
celles-ci ; 

,, -.dF rfF ^rfF ,rfF 

et ces égalités, nécessaires pour que l'équilibre ait lieu, sont aussi suffi- 
santes : en effet, elles expriment que l'on peut satisfaire aux équations (i) 
moyennant une valeur convenable de N, et comme la réaction normale 



de la surrace est supposée pouvoir mieiniire Coules les valeurs possibles, 
rt remplacer une force quelconque, l'équilibre a lieu. Les égalîlës(3) 
Mprimenl donc les conditions de l'équilibre d'un point assujetti à rester 
sur la surrace F {x, y, z] = o. Si ces équations sont vérifiées, on lireru 
des relations (i) 

N = [/X« -I- Y' -1- Z', 



FF qui donnern la 
supporte; enfin, 1 



ri Je la surface et, par suite, la pression qu'elle 



Ne 



î 1 =. — X 



1 ainsi dans quel sens est 



feri Gonnaitrc le signe de cos >, et l'on s; 
dirigée la pression sur la surface. 

Dans certains cas, le point matériel H est simplement appuyé contre 
une ^vurface résistante qu'il peut d'ailleurs quitter, mois à travers laquelle 
il ne peut pénétrer. Dans ces cas, la réaction N est nécessairement dirigée 
»ers l'eilértewr, les signes de cos 1, cos u, cos v sont donc déterminés, et 
l'on doit choisir en conséquence un signe convenable dans les équa- 
lH)ns(2}. Les équations (3] subsistent el expriment encore des conditions 
tfanairet de l'équilibre, mais il y en a une autre : il faut que le s^ne 
ilecusi, tel qu'il se déduit de la première des équations (i), s'accorde 
«vec celui qui résulte de l'hypothèse actuelle. 

Dans les surfaces physiques, l'hypothèse qui nous a servi de point de 
départ n'est jamais parfaitement réalisée. Toujours la surface est capable 
de développer une certaine réaction tangenticlle, un certain frottement, 
indépendamment de la rénction normale indéfinie que nous avons admise. 
Ondi^termincra donc les conditions d'équilibre comme ci-dessus, mais 
«n comprenant parmi les forces motrices une réaction tangenlielle încon- 
bne, qui ne pourra d'ailleurs dépasser une certaine limite donnée par 
^Wpérience. 

. Point matériel retenu sur une courbe fixe. — La courbe est sup- 
snns frottement; sa réaction sur le point matériel M est donc per- 
rulaire h la Ungente en M, ou dirigée dans le plan normal. Joignant 
e réaction normale N aux forces qui sollicitent le point M, et faisant 
raction de la courbe, on a encore les équations (i), 

X + N cos i = o, Y -H N cos ft = o, Z -i- N cos v =1 o. 
I cosinus directeurs de la tnn^^cnte à la courbe étant proportionnels 
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iiii\ diffiireiUicUcs dx, itij, dz des coordomiùes de cclln-ci, on u la million 

cos i ■ rfr ■)- TOS (j. ■ dy -i- eus v ■ rfr = o, 
et de là, niiilli[>liniU les équations (i) respeeli veine ni piir dx, dy, t/z et 1(1 
ajoiimn), 

(4) X ilx -+- Y dy -t- Z (/; = o. 

C'csl iei l'unique condition de l'équilibre, puisque, si elle cet vérifiée, oa 
pourra toujours déterminer !V, X, y., v de nianiârc a sxtisfaire aux hui- 
lions (i), cl l'on eonnaîlra, e.n conséquenee, la valeur et la dîreclioR, dini 
le plan normal, de la i-daclion N ou de la pression que le point M «n 
(<quilihre exerce sur la combe. Si les équations de la courbe sont donné» 
S0U9 la forme 

les difTérenticIIcs dx, dy, dz vérifient les relations 






K. 



iz = o 



ili^ 



,hj 



_,lf, 



ih- 



dffl^P' 



" \d^ dz dz dy) \dz dx dx dz ) \di 



el l'élimination de dx, dy, dz entre ces éfiiintioris et l'équalion (4) 
l'éqiiution d'équilibre sius lu Torme 

\dxdy dydxry 
On rcmnrqtici-u, comme plus liant, que les courbes tnalénelles p»'* 
duiscnt toujours un ecriain rrottcmcnt, dont on tiendrait cuinpic de t" 
même niBniérc. 

Remartiueg. i" Dana ce qui précède, comme dans les problèmes d'^iù 
libre que nous traiterons par la suite, nous ruisonnons hahituelleroeiit 
comme si les points matériels auxquels sont appliquées les forces ij 
font équilibre étaient en repos, mais cette supposition n'est nullement 
nécessaire et n'u aucune influence sur les conditions d'équilibre. En effet, 
d'après le 2"' principe de la dynamique, l'état de repos ou de monvenieni 
d'un point n'a aucune influence sur les modifieiilions que sa vitesse subit 
par l'action des forces qui agissent sur lui, et par conséquent, les condU 
lions pour qxie ces forces annulent réciproquement leni's cttels sont Ica 
m^mes, quel que soit le mouvement du point, que si ce point i 
repos. 
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2" La méthode employée pour ramener l'équilibre d'un point assujetti 
sur une surface ou sur une courbe, à l'équilibre d'un point entièrement 
libre, se nomme la méthode des réactions : elle est extrêmement féconde, 
et nous exposerons plus loin son application à des questions beaucoup 
plus générales. 

Exercices. 

fl. Un point matériel M est sollicité par deux forces égales Q dirigées respectivement 
Ters deux points fixes A et B ; la distance MA est donnée. Quelle force P faut-il appliquer 
au point M pour que, Péquilibre ayant lieu, la direction de la force P soit perpendicu- 
laire au milieu de AB. 



2Q 



iî. SoientAB = 2a, MA = 6. Ona P = ^V/6*— a». 

o 

t. Les sommets d'un triangle isocèle attirent un point matériel M placé sur la droite 
qui joint le sommet au milieu de la base, en raison inverse du carré de la distance et 
proportionnellement aux côtés respectivement opposés. Trouver la position d'équilibre 
du point M. 

S. Un point M peut se mouvoir sans frottement sur une surface sphérique : il est 
soumis a n forces dirigées vers n points donnés, et proportionnelles aux distances res- 
pectives de ces points au point M. Déterminer la position d*équilibrc et la pression sur 
la sphère. 

R. Soient /a Taction à Tunité de distance ; x, y, 2r les coordonnées rectangulaires du 
point M, Porigine étant au centre de la sphère ; a, 6, c les coordonnées d'un quelcon- 
que des points donnés ; Oi, ^i» C| celles d'un point G déterminé par les équations 

(centre det moyennes distances). Les positions d'équilibre sont aux points où la droite OG 
perce la surface sphérique. Soient R le rayon, pi sas OG, N la réaction de la surface. On a 

N = /*n(Rdbp,). 

4 Un point, placé sur la surface d'un ellipsoïde, est sollicité par trois forces, dirigées 
vers les trois sommets voisins A, B, C, proportionnelles aux distances, et en raison inverse 
des longueurs respectives des axes qui aboutissent à ces sommets. Déterminer la position 
d*équilibre sans frottement et la réaction N de la surface. 

R. Soient a, 6, c les demi-axes; x^yyZ les coordonnées de la position d'équilibre 

cherchée; posons 

I I I I 

- = - -i-rH 

6 a 6 c 

On aura pour déterminer le point (z, y, z) 

^M;=.. .•(^!.)=^0-!)-^(i-O 

"=V(-0'-(-0'-(-0' 
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s. Itii point M peut se mouvoii' sans rrotlcmimt sur !■ surfncc d'un tllipsuidc : il m 
altiri5 p»i' les trois sntnmcts patilifi, repoussé par Ips trois «utros, proportionnel lemeol « 
It Hislancc et en raison inrerse du carré de l'iiïc correspondant. Trouver la position 
d'équilibre et Id pression sur la surfaee. 



N=3y\/ ;|; + ^,-*-^V 



a. Une droite rail avec] c plan lii.riionlal un angle i; un point H, mobile sur eeltr 
droite sans frottement, est en pquililire sous l'tctioii d'une force verticale 3P agissant 
de liaul eu lus, d'une force verticale P agissant en sens contraire, et de deux BUtrcs 
forces égales à P, dirigées, l'une suiTant la droite, l'autre horiiontilemenl. Ddtcnniner 
l'angle a, et ta réaction de la droîlc. 



%. Quelle C 
rallileâl'a 


si In posiliDii d'éi[uilil)re d'un point uiatérieUouni'ï ù l'ac 




:t" + S' + z'=n'. -.*+i,-.-«=0? 



CHAPITRE XI. 

PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES. 

■S. Ln théorie de In rdiluction et de l'équilibre des forres appli- 
quées à un même point iicrmct d'étnblir inimédiolemenl un principe 
général, duquel on déduit les lois de l'équilibre des forées appliquées ■ 
un système de points matëriels, lies entr'eux d'une mnnière quelconque. 
Posons d'abord quelques définitions. 

Considérons un système de points matériels entre lesquels existent des 
liaisons qucleonqnes. On appelle mouvement virtuel de ce système tout 
déplaeement inlîniinenl pelJt que l'on considère, non comme s'elTeetiisnt 
en réalité, maïs comme pouvanl s'efTcctucr. Un point quelconque M du 
système éprouve alors ce qu'on nomme un déplacement virtuel. Une 
droite tangonte en H à la trajectoire du point et proporliooncllc 1 U 
différentiel le- de l'arc de celle trajectoire, leprcscnie ce qu'on appelle 
vilesxe Hrluefh d» point H ; celle expression vient de rc que 



vin 

K 
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[JDlininicnt petits pnrcourus dans le déplacement virtuel, potivnnt élrc 
isès décrits dans un même temps infiniment At, sont enir'eux comme 
.les vitesses avec lesquelles les points se meuvent dans ce déplacement; 
mais, en réalité, le temps n'a rïcn h voir dans In question et nos vitesses 
virtuelles seront simplement des lignes. Pour désigner les différentielles 
se rapportant à un mouvement virtuel, nnits emploierons la earsctérislique 
5 au lieu de d, et nou<i les iippcllerons des variations. 

On pourra d'ailleurs toujours prendre, en grandeur et en direction, 
les déplacements virtuels des points du système nu lieu de leurs vitesses 
virtuelles, parée que l'équation dans laquelle ces quantités doivent figurer 
tous ses l«rmes du premier ordre. 

Le travail virtuel d'une force est le produit de cette Torce par la pro- 
ilîon, sur sa direction, de In vitesse virtuelle de son point d'applica- 
tion. P étant la Torce appliquée à un point M, 3s la vitesse virtuelle de 
ce point, (P, 3s) l'nngle compris entre ces deux directions, le travail virtuel 
de P est exprimé pur P 3s eos (P, Sa), et est positif ou négatif sui\anl que 
In vitesse virtuelle se projette sur la direction raémc de la force ou sur 
son prolongement. 

On exprime autrement le travail virtuel en introduisant les eomposan- 
tes rectangulaires X, Y, Z de la force P et les variiitions 3x, Jy, 3x des 
eoordonnées du point M correspondantes au mouvement virtuel consi- 
déré. On a, en effet, 

,p ,, ^3x Y5y Z3z 
^ ' ^^P 3s P J« P3/ 

(i) P lîs cos (P, a«) = X 5j- -4- \3ij H-Z5ï, 

e qui est l'expression transformée du travail virtuel de lu force P. 

Le travail virtuel de la résullanle R de plitsieurs forces P, P',... appU- 

tfuéet à un même point est égal à ta somme algébrique des travaux 

inrluett des composâmes dans le mime moHvemeHl virtuel. En effet, 

rojetons la résiilianie II el les composantes P sur la direction de U 

c virtuelle. Nous aurons, d'après la première propriété des résul- 

ncos(R,i3ji) = iPcos(P.3ï), 
lullipliiinl les deux membres par 3s, 

R 5s cos (H, 5s) = lP 3s cos (P, 3s), 
c qui evprinic la propriété énoncée. 
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64. Ces principes poses, soient M un point matériel libre et R la résul- 
tante des forces P qui lui sont appliquées : il faut et il suffit, pour l'équi- 
libre, que R soit nul. D'ailleurs, la vitesse virtuelle ds ayant une direc- 
tion quelconque, l'équation R = o entraine celle-ci 

R ^scos (R, ^5) = o, 

et réciproquement, si cette équation a lieu par tout mouvement virtuel du 
point, comme cos (R, ds) ne saurait être nul pour tous ces déplacements, 
on aura nécessairement R = o. L'équation 

R ds cos (R, Ss) = o, ou 2 P 5« cos (P, Ss) = o, 

exprime donc la condition d'équilibre; donc, pour que les forces appli- 
quées à un point matériel libre se fassent équilibre, il faut et il suffit que 
la somme algébrique des travaux virtuels des forces soit nulle pour un 
déplacement virtuel quelconque du point. 

65. Considérons deux points M, M', soumis respectivement à raction 
de deux forces égales et directement opposées P, P', et calculons la 
somme des travaux virtuels de ces forces pour un déplacement inGniment 
petit du système des deux points. Soient (x, y, z), {x'y y', z') les coor- 
données rectangulaires, r la distance des points M, M'; en sorte que 

{x — X')* -+- (y — yy -^ (z ~ r'j' = r\ 

Les forces P, P' étant regardées comme positives ou négatives suivant 
qu'elles tendent à rapprocher ou à séparer leurs points d'application, les 
cosinus directeurs de la force P seront 

X — x' y — y' z — z' 
, 1—, , 

r r r 

et par suite, le travail virtuel de celte force sera 

--{{^-x')ix^(y-y')iy-.{z-z')izl 

On aura de même pour celui de la force P', en observant qu'elle est de 
sens contraire k la précédente, 

^ [(X - oc') ^x' ^ (y - y ) V ^ (z - z') ^iT'], 

en sorte que la somme des travaux virtuels de ces deux forces est égale, 
à cause de P = P', à 

~ [(af - «') (^x - (îx') ^(y- y') {dy - %') ^ (z - z') (dz - dz% 



tiru <lc 



V:il<-|L1' de 



- X') (3x - $x') -^ [,j - ,/) [5y ~ èy-) -.-(:- -J) {ôz - Hz') = rhr ; 
pnc enfin, l'express ion chcrclicc de lii sonimo des (i-uvhiix \irliK'l5 des 
pccs P el P' dcïicnl 

- P 3r, 

KeJtesem nulle si r l'sl ronstniil. Donc, dans loiit mouvemenl virtuel 
Wr Uqnel ta distance MM' ne varie pas, la somme des travaux virtuels 
i forces P et P' est égale ù zéro. 

( Celle pro|)ricté s'n|>piiqupr»îl, pnr exemple, ÎmIiiux pdinls M cl M' 

[Ois pur itn lien rigide cl miiiiiteiiiis l'i dislnncc oiislnntc l'un de l'aiilre ; 

g h deux pntnLs lies pnr un lil pArfiiilement flexible et inextensible, si ce 
\ reste bien Lendu dans le mouvement virLuel considéré. Mais elle 
sscrait d'nvoir lieu si les points M cl M' étaient unis pnr un lien 

bslîque cl que l'un considcriU un inciiivcmcnl virtuel dims lequel ce 
n s'allongernit ou se rnccourcirait. 

ce Nous considérons mninlennnl un système quelconque de points 
Itériels, sur lequel agissent des Torces données; ces points peuvent cire 
ires, ou soumis à des liiiisons qui exisLent cnlr'cux et clnblissent entre 
leiii's mouvements une solidarité plus nu moins cumplèlc; ils peuvent 
au^i être gânés pnr des obsucles en ileiiors dti système, tels que des 
courbes fixes, ou des surfuccs Axes sur lesquelles ils sont astreints h 

Kjlcr, ete. 
Observons d'jiliord que, quelles que soient les liaisons, elles sont tou- 
illa composites de points maiériels apparlenaiil au système et exereiint 
les uns sur les autres des réactions inconnues, en sorte qu'en réalité l'elTet 
des liaisons se rcduil toujours à ecs rendions inconnues. De même, reiïel 
^es obstucles fixes sur les points du système se réduit encore, en dernière 
s inconnues que ces obstacles exercent et qni ron- 
nt, avec les forces motrices proprement dites, à maintenir l'équi' 
. En résumé, le système doit être considéré comme composé d'un 
re de poinLs matériels libres, sur lesquels agissent les forces 
jolliciteni le système, les recelions inconnues provenant des 
jsons entre les poiuls ou des obstacles fixes extérieurs uu système. 
D'Hprès la règle du N" 64. il faut, pour que chacun des points 
RVSl^me soil en équilibre, que In somme Aca travaux virtuels de 
Mes les forces inléricnres on cxlérieures, qui agissenl sur lui soit égale k 



zéro pour un déplacement inririiment pcl'tl quelconque ik' t-e point. Si l'on 
fail 1.1 somme des équations semblables pour Ions k-s [loinis qui compo- 
sent le système et ses liaisons, un en conclut que dans tout systimt 
matériel en équilibre, la somme de» traraux virtuels de toutes tts 
forces, intérieures ou extérieures, qui soUieitenI les différents points 
est nulle pour tout ntouvtmcnt virtuel que l'on peut concevoir datu le 
système. 

Sous cette forme, ce Ihcorème oITrirRit peu d'utîlitë pour In recherche 
des conditions d'équilibre, n cause de cette infinité d'aclions réciproques 
ubscui-es et inconnues entre les gioints du système, dont il faut y tenir 
cnmjite. Mnis en définissant plus nettement les rondilions qui limitent les 
miiu\enicnl« du système, et ne considérant que les déplacements virtuels 
compniiblcs nvcc ces conditions, on élimine ces réactions inconnues et 
l'équation ne renferme plus que les travaux virtuels des forces motrices 
prupremeiit dites. 

Concevons d'abord que certains points soient unis par des liens rigides 
que nous regarderons comme absolument indéformables; ou pnr des fib 
purfnitemenl flexibles, mais inextensibles, tendus en ligne droite entre 
les diverses |iiiilics du système, ou plies sur des appuis fues, etc. Dans 

1 le déplacement d'une tine rigide AB Jn distance de 
IX de ses points M et M' assez voisins pour agir 

I l'un sur l'iiutre, ne varie pas. Il en est de aiimc 
dans un fil flexible CD qui se déplace infinimeni 
I, s'il reste tendu et inextensible cunime nous le 
supposons (I). Kt comme les actions moléculaires inronnues et réciproques 
du ces points M et M' sont, en vertu de ia loi de réaction, égales ei 
directement opposées, il suit du lemmc établi plus hnui (OS) que la somne 
des travaux virtuels de ces forces est nulle pour le déplacement infinimeni 
petit considéré. Le raisonnement éttint applicable fi tout couple de points 
faisant partie du système ou de ses liaisons, il en résulte que, pour tout 
mouvement virtuel du système dans lequel les linïsons nitisfonl à li 
condition énoncée, la somme des tra\au\ virtuels des réactions provenant 
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^^■H liaisons entre les points s'<i\uiioiiit il'elle-iiièmc, eL tes téuclious ne 
^^■jBrent plus dans l'êqualion des vitesses virtuelles. 

^^BSupposons ensuite qu'un point M du système soil retenu sur une siir- 
^^Bk fixe qui n'exerce uueun rrotlemenl. I.a r<^action N de U surHice étnnt 
norinnle h celle-ci, tandis que la vitesse virtuelle ds du point M est dans 
le plan langent si l'on considère un ddpliicemcnt compatible avec les 
i-unditions du système, on h cos (N, 3g] = o, le travail virtuel de la réac- 
lian N est dnnc nul. Ce raisonnement est applicable à Ions les points du 
svslcnie qui seraient retenus sur des surraccs ou sur des courbes fixes 
sans frottement : In somme des travaux des réactions de ces obstacles 
disparaîtra donc de l'équation des vitesses virtuelles. 

II peut se faire encore qu'un poiiiL M ne puisse se mouvoir que sur 
une surface rigide S faisant partie du système, et pouvant se déplacer 
comme lui. Ici la vitesse Su du point M n'est plus nécessairement perpen- 
diculaire h la réaction N de la surface S, toujours dirigée suivant la nor- 
male à .S, car le déplacement du point sur la surface se combine avec 
celui de la surraee elle-même; mais la vitesse Ss étant regardée comme 
lu résultimle d'une vitesse relative du point M, tangente it la surface 
mobile, et d'une vitesse d'entraînement due au monveroent de la surface, 
sa projection sur la normale MX ou sur la direction de la réaction N se 
réduira évidemment à la projection de la vitesse d'entraînement. D'ail- 
leurs la pression N' que le point H exerce sur la surface S étant égale et 
opposée il K, ei In vilesac de son point d'appljcHlion tilaiit précisément In 
vitesse d'entrainement ci-dessus, les fon;es N et .>" auront des travaux 

tuels égaux et de signes contraires dont la somme sera nulle. 
I Ce qui précède s'applique également aux réactions mutuelles de deux 
blideqS etS', s'appuyant i'un contre l'aiilrc par des surfaces rigides 
dépourvues de frotlemenl, dans tout mouvement virtuel où ces surfaces 
restent en contacl. Les travaux virtuels de ces réaclions se détruiront 
encore dcux-A-dcux, et disparaîtront de l'équation des vitesses virtuelles. 
Il suit de lù que, dans tout système matériel oii les conditions qui 
limitent les mouvements sont comprises parmi les précédentes, cl pour 
1 mouvcnienl virtuel du système dans lequel ces conditions sont res- 
, la somme des travaux virtuels des réactions inconnues étant 
, il faudra, si l'équilibre a lieu, que la somme des travaux virtuels 
pccs moirices le soit également. 
, Réciproquement, si cette condition est •inlisfaile pour (oi(« les 
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iiiouvcmciiLs virluels compatibles avec k-s coiidilioiis iiuxqucllcs le systèinc 
est nsâujctti, celui-ci sera en équilibre. En effet, nous pouvons raisonniir 
cniume sî le système parlait du repos, ainsi que nous l'Avim^ remarqué 
précédemment (Sf). Si les Torccs appliquées nu système ne se font pas 
équilibre, celui-ei prendra un certain mouvement, nécessairement compa- 
tible avce les liaisons, et l'un pourrait empêcher ce mouvement en appli- 
quant k cbncun des points du système, diins la direction oppo§ée à celle 
où il tend à se mouvoir, une force d'une inlensiié convenable. Des lors, 
l'équilibre du système nura lieu ; donc, d'après le théorème établi plus 
haui, la somme des travaux virtuels des Torres P qui lui étaient d'eboni 
appliquées, et des forces Q que l'on vient d'introduire pour réqiiîlibtc, 
sera nulle pour tout mouvement virtuel compatible avec les liaisons. Cl 
eu particulier pour ce mouvement virtuel que le système aurait prissi 
l'on n'avait pas introduit les forées Q. Mais, d'après l'hypotlicse, la somme 
des travaux virtuels des forces P est nulle pour tout déplacement compa- 
tible avee les conditions du système, donc aussi pour eelui-lïi; donc la 
somme des Irnvau.t des forces Q devra être nulle séparément. Or, ceci 
est impossible, car ehnque force Q est directement opposée à la vitesse 
virtuelle de son point d'application cl donne un travail virtuel n^stif. 
Donc l'hypothèse faite était absurde, et le système proposé était en équi- 
libre sous l'influence des forces P seulement. 

Nous pouvous donc énoncer ce théorème, qui constitue le Principe dew 
vitesses virtuelles : 

Pour qu'un système de points matMeU, liés eutr'eiix d'une maniera 
({uelKonque et sollicités pur des forces quelconques, xoi'l en équilibre, il e$t 
nécessaire et suffisant que la somme des travaux virluels de trs forcée 
sont nulle, pour tout mouvement virtuel du s^stétne compatible avec le* 
liaisons et conditions auxquelles il est assujetti. 

Si donc on désigne par P l'une quelconque des forces motrices, pnr J« 
la vitesse virtuelle de sou point d'application dans un mouvement compa- 
tible avec les liaisons, la cuiulition nécessaire et suHisnnle de l'équilibre 
sera exprimée par l'équalion 

(2} 1P3» eo8{P, 58) = o, 

le signe ^ s'éleudaut à toutes les forces appliquées. Ou, X, Y, Z étant les 
composantes de la force P;x, y, z les coonlouuécs deson point d'applicn- 
tion, cette conditiim pourra §'ccrire ainsi : 

(3) :l (X 'îx -4- Y 0.; -+- z '3;) = o. 
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.Nous exposerons pur In sim'ic In métliodc puni- nppHquei' ce priiicipi: du 
manière ik en tirer dans les différents eus les conditions d'équilibre, : 
il faut d'nhord en préciser la portée par qiiel<(ucs t'emarqurs. 

6S. I. Les réactions mutuelles des |ioinls du système dont les travaux 
xirlucls se détruisent dcux-à-deu\ dans l'équation d'équilibre sont celles 
seulement qui s'cxerecnt à des distances trës-pclilcs et appartiennent h la 
eatégorie des Tnrces moléculaires. S'il existait, entre les {loinLs, des actions 
^'exerçant ii grande distance, comme les iiitrficlions des corps célestes, on 
ne pourrait plus leur appliquer les raisonnements que nous avons faits sur 
les forces de liaisons; il fiiudrail considérer ces forces comme des forces P 
appliquées au système cl introduire leurs travaux virtuels dans l'équation 
do l'équilibre. Quoique res forces soient encore deux-k-deux égales et 
opposées, ce n'est que dans des eus exceptionnels que Icui-s travaux vir- 
tuels se détruisent. 

n. Kous avons vu que le travail virtuel de In réaction normale N d'une 
surface Dxe, sur laquelle un point M est aslreinl ii se mouvoir, est égal ii 
zéro. Si le point était seulement appuyé contre une surface résistante qu'il 
pourrait quitter dans un sens, le travail de N serait encore nul pour les 
déplacements virtuels sur lu surface, mais non pour ceux dans lesquels le 
jiuint s'éloignerait infiniment peu de sa surface d'appui. Si donc on 
loulnil considérer un mouvement virtuel de celle espèce, il faudrait réla- 
iilir dans l'équation (2) le travail virtuel correspondant de la réaction N; 
l'ii, ce qui revient au même, faire abstraction de la condition imposée pur 
l;i surface fixe et introduire sa réaction N sur le point M au nombre des 
l'irccs P appliquées au système. On lire parti de celte irmanpie pour 
évaluer ces réactions normales. 

m. De même, si la surface était capable de froKenienl, ce que nous 
n nvoas pas supposé, il faudrait joindre h la réaction normale N dont le 
travail virtuel est nul pour les déplacements sur la surface, une réaction 
langentielic, inconnue d'ailleurs d'intensité el de dircclionj et dont le 
Irntail virtuel ne serait pas nul en général. Le travail do celle réaction 
Ungentîclle devrait donc figurer dans l'équafion d'équilibre nvec ceux des 
forces motrices P. 

IV. Enfin, les réactions moléculaires développées dans les liaisons ont 
cu- éliminées de l'équation {2) parce que, dans les différents modes de 
liaimn que rmus avons admis entre les points du système, un déplacement 
\irlucl riuiipalibjc «ver ces liaisons n'altère pas sensiblcniciit les distances 
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réciproques entre les poinU gnj sont assez rapprochas pour agir k 
sur les autres. Mais celle conclusion ne s'appliquernît pas, comnte 
vu, au cas où les liens seraient ëlasiiques, si l'oti considérait un m 
ment virtuel dans IcjifUal tés ilUn^ 5ut]ir^ient ! un alIuogeinlcuL oi 
contraction. Par exemple, si deux forces P el P', égales cl conli 
étaient appliquées en deux points M et M', unis pnr un fil élastji] 
raiidrail iniroluife ^aps l'éqnafiop d'ûqliiltbril la soniDiO-' d^ ' ^ 
virtuels d4 'et» detnt forces, sAmmè ^le, cammd on Vaidéoli 
fi — P 3r, r élant la distance MM', àr la variation de colle disUncc 
le mouvement virtotl considéré. 

•9. Appliquons le principe des vitesses virtuelles à quelques esci 
pour en bien saisir l'utilité, 

I. Un point matériel H, posé sur un plan incliné, esl sollicite pi 

foi'cc verticale P, et maintenu t^n équilibre par une force <1 qui t 

angle donné ^ avec le plan. Déterminer la force Q 

pression du point M sur le plan, le frottement étan 

Soit a l'inclinaison du plan AB sur le plan horix 

et donnons ati point M une vitesse viriuollc iadi 

plan; le principe donne l'équation d'équilibre 

P ^s cos (P, 3s} -t- Q 3s cos (Q, (îfl) = 0. 

Si lu vitesse virtuelle du poinl est normale à P.cos p>, 3*) '*4^ 
il faut donc que cos (Q,')8) = o; l'équilibre exige doncqujs la^ft 
soit dans le plan vertical normal au plan îocliné, PreROjqs «^sif^ 
vitesse vtrluclle suivant SA ; nous aurons 




cos (P, it) = 



is[Q,as) = 



l'sin a — Q cosS = o, =" e"' 

^ ' cosp 

ce qui fait connaÎLic la force Q. Soit jaainlenanl N In réaction w) 
du plan; donnons un déplacement virtuel suivant U normale A 
travail .virtuel de la réaction S serrt ici IV h. On aura donc 
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[ II. Cn point maUfriel M csl soliicit*^ vers trois points A, B, C par des 
s respectivement' égales ^ mr, m'r', m"r"; r, r', r" désignant les 
s MA, MB, MC; m, m', m" des cocflirJents constanis. L'angle BAC 
IaM droit. Déterminer la posîtian d'équilibre dti point 4t. 

L Pranoas AB pour axe des Xi. A C pour axe des'y, l'axc dt» z norinnl nux 
iipremiers; AB=-a, AC = 6. Les cosinus directelirk de là force rjni 
lÉrc le point M vers A étant ' 



nposahlo^ de celle Torcc sont —mx, — m 
tttwlest 

culont de mèroe ceux des liciix autres forces, 
"liroj on obtient, en posant M = m ■*- »»' -*- m", 
' (a) (m'a — Mi) 3ï + {»t"6 — M.i/) 3v — M=3i 

Les vitesses virtuelles Sx, àtf, Sz n'étant liées par an 
■fnt égaler à néro leurs coeRîcients. On déduit de l:i 
«t'a m"b 



-tfiz, sou tniviiil 



égalant 



s de la position d'équilibre : clic est donc dur 



1 plnn rn|)j'(.''M'uii; 



icquaiion 

KiMiiti, 



pnur les çoordoni 
plan ABC. 

t>î le point M ne |ii)uïail se mouvoir que diins 
réqaaiion 

Aar -1- Bjf -1- C: -I- D = o, 
iationsdx,... devraient vérifier la condiiion 
.\Sx ^iSy -\-CSz = o; 
lOiniinant une varîÀtion entre {a) et (p) et égainnt ii zéro les cocITicienis 
tirs deu\ aulr», <|nl restent indéterminées, on aura les équations 

My — wi'g My ~_vi"b ^'!tlz M (Aa: -*- By + es) — w'Aa — m"iih 
''■\< .\ '^ a "° c "" A» -«- B" + c 

MD + wi'Am -t- w"B6 
., , = _____ , 

qni ifuuniissenl immcdiiUcmemt les vnleui-s de x, g, z carr«fi|H»ndantcs 
j In (msition d'éqnilibrc. 
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Exercices. 

fl. (lue tige rigide AB peut tourner librement autour de son extrémité supérieure A, 
dans un plan vertical; un poids P est suspendu à son extrémité inférieure B(l); aoe 
force Q appliquée normalement à la tige en un de ses points 0, est proportionnelfe 
à {inclinaison a de la tige sur Tborizontale ; déterminer la valeur de a. pour laquelle 
réquilibre a lieu. 

R. \E^a, A0 = 6, Q = fix, js. étant une constante. La condition d*équilibre est 

donnée par Téquation 

cos ce fib 

•. Un système articulé de Peaucellier (ex. ii, p. 68) est dans uu plan vertical, les 
points B, étant fixes, la droite OB horizontale. lift% poids donnés P, Q peadeot res- 
pectivement en A et en C. Déterminer la position d*équilibre. 

R. Soient OA = a, le rayon du cercle décrit par le bouton A; BP=:6 la distance da 
pivot B à la droite qui parcourt le sommet C; ^ Pangle 180* — AOB. 

On a pour Téquilibre 

M) 

cos ç> (1 -♦- cos ©) = -J;- 

ar 

S Un point matériel pesant se meut librement sur une parabole dont Taxe est 
vertical vers le haut : il est en outre soumis à une force répulsive normale à Taxe et 
proportionnelle à sa distance à cet axe. Trouver la condition d^équilibre. 

R. Soient cr le poids du point mobile, il l'intensité de la force répulsive à Punité de 
distance p, le demi -paramètre de la parabole. Il faut que Ton ait 

/* 
et le point est en équilibre dans toutes les positions. 

4. Un point matériel M, mobile sans frottement sur un ellipsoïde à trois axes 
illégaux, est sollicité par trois forces respectivement perpendiculaires à ces axes, propor- 
tionnelles à des constantes ^, /a', ^", et en raison inverse des carrés de ses distances 
d, l\ l'* à ces axes. Déterminer la position d*équilibre. 
/?. Soit 

or* V* 2* 
o* 6« c« 

Téquation de Pellipsoîde. Soient A, B, C des constantes définies par les équations 



tt 



/x _ I I I /^_i J i_ C-— ^^i— i 



(I) Quoique les notions relatives à la pesanteur ne soient exposées que plus loin, 
nous nous en servons dans les exercices, les élèves étant censés recevoir ces notions dan« 
un cours antérieur. 
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On aura, pour Téquilibrc, 



5 5' 8" 



A""B C 

Ou en déduit sans peine les valeurs de x, y, z correspondantes à la position d*cqui- 
libre. 



CHAPITRE Xn. 

ÉQUILIBRE ET RÉDUCTION DES FORCES APPLIQUÉES A UN 

SOLIDE LIBRE. 

70. Nous allons appliquer le principe des vitesses virtuelles à la 
recherche des conditions d'équilibre d*un système de Ggure invariable, 
ce que nous avons appelé un solide^ soumis à l'action de forces données et 
d'ailleurs entièrement libre. Les solides naturels ne jouissent pas de cette 
rigidité absolue que nous leur attribuons ici : néanmoins, comme ou le 
verra, les équations que nous allons établir leur sont applicables et, dans 
la plupart des cas, suffisent pour déterminer les conditions de leur 
équilibre. 

Soient X, Y, Z les composantes rectangulaires de la force appliquée à 
un point M du solide ; dxy dy, dz les variations des coordonnées de ce 
point dans un mouvement virtuel quelconque du solide : la condition 
nécessaire et suffisante de l'équilibre est exprimée par l'équation 

(i) l(Xdx-k-Ydy-^Zdz) = o, 

le signe 2 s'étendant k toutes les forces appliquées au solide. 

D'après une remarque déjà faite (6S), on peut remplacer dans cette 
équation dx, dy, iz par les composantes Vx, Vy, r, de la vitesse du point M 
dans le mouvement virtuel considéré, et ces composantes, pour le mouve- 
ment le plus généra] d'un solide libre, sont données par les équations 
suivantes établies dans la cinématique (SS) ; 

Vx = Ut -^ qz — ry, 
Vy = Wy -♦- rx — pz, 
r, := w, -♦- py — qx, 

th Uyy u, étant les composantes de la vitesse de translation; p, qi, r les 



i-o m posa nies de l'axe inslnntunë de roi»tion t 
(roordonniïs. L'équation (i) devient ainsi 



solide, Snivanl Ira 



I- Y (u, -I- rx — pz) + Z (m. -*- py — qx)] = o. 
Les composantes u,, Vy, u„ p, q, r étant des quanlités indépendant» <fe 
(x, u, z), peuvent élre mises hors du si|;ne £; l'équation peul donc s'écrirf 
«,2X-t-W,2Y + H.2Z-4-p2(yZ— tY) + ç2(rX— j:Z)-t-rS(xY— yX)=o, 
La vitesse de translation peut avoir une valeur et une direction quel- 
conques, puisque l'équation doit être vérifiée pour tous les mouvemenlï 
virtuels compatibles avec la rigidité du système; il en est de même de 
l'axe instantané de rotation. Les quantités u,, u,, u„ p, q, r sont donc 
entièrement arbitraires dans cette équation, ce qui exige que l'on nit 
SX = o, 2Y = o, 2Z = o; 



(2) 
(3) 



2(aX — xZ) = 



2(a:Y-yX)=o. 



Réciproquement, si CCS équations sont vérifiées, l*équatiun (t) sert) Traie 
pour tout mouvement virtuel du solide. Les six équations (2) et (3) expri- 
ment donc les conditions nécessaires et suffisantes de l'équilibre des forets 
appliquées à un solide libre. 

71 . L'interprétation des équations (z) est facile ; pour énoncer lea trob 
suivantes, il Taut introduire une nouvelle notion. Soient P une Torre 
appliquée ù un point M; AA' un axe quelconque sur lequel on disliiif[u« 
une direction positive A'A et une direction négative AA'. 
Par le point M, menons un plan MBC normal U AA', et 
coupant cet axe en B; projetons la force P sur te plan, 
sojt Pi la projection ; cnlin, soit BC =^ p la perpendicu- 
laire abaissée du point B sur celte composante MP|. Le 
produit P,p se nomme le moment de la force P par 
rapport à l'axe AA'; on le regarde comme poMtïr ou 
négatif suivant que la force P| tend k faire tourner la pcrpendiculniro 
BC de gauche h droite par rapport h la direction positive BA, ou en sens 
contraii'e. Observons que BC est perpeniUculaire k l'axe AA' et U MP,, 
par suite, au plan PMPi et & la direction MP de la force : p mesure done 
1.1 plus courte distance entre l'axe AA' et la direction MP. Ainsi U moment 
d'une forée par rapport à un axe est le produit de la projection 
force sur un plan normal â l'iixi-, par la jihis courte dislanci 




! ce momenl cUiiit [lêli^miinc |i;i 
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i"I lu direction de la foret, \e sigi 
cnnvenUun ci-dessus. 

Il y H donc deux cas où le moment est nul : celui où la force P est paral- 
li'ie à rn\c AA', et c«Iuî où In direction de In Toice P reiicuntre l'axe AA'. 

On sait exprimer les moments d'une force P pnp rapport a irojs axes 
rectangulaires OX, OY, 07., en roncliun des composantes X, Y, Z de 
P, et des coordonnées jr, y, z de son point d'applicnlion M. Prenons, 
par exemple, l'aie de z, el clierehons le produit 
P, p = MP, X BC. Pour faciliter cette recherche, 
•idmetlons pour un instant que MPi représente 
l'axe d'une roinlion imprimée nu solide, el qiiu 
l'un tnin^i^porte cet axe parallèlement à lui-même 
ati point B, en BPt, de la manière expliquée en 
cinématique (St)- On sait que ce déplacement 
engendre une translation normale nu plan BMPi ou BMC, égale à la 
Tîiesse qu'avait le point B dans la rotation autour de l'axe MP|. Celte 
vitesse est donc égale au produit BC - MPi ou P^p, dirigée suivant BZ, 
et de même signe, comme il est facile de le voir, que le momenl P,p 
que nous cberchons. Le problème est donc ramené à exprimer cette 
Tilei>se du point B en fonction des données x, y, z, X, Y, Z, nu moyen des 
formules du n" 17 qui expriment la composante u, de la vitesse d'un 
point dans une rotation autour d'un axe passant par l'origine. Or, les 
cuordonnées du point B, pour l'origine M, sont — x, — y; les composan- 
tes de l'axe MP| parallèlement aux axes OY. OZ, sont précisément les 
composantes \, Y de la force P. Nous avons donc pour la vitesse cherchée 

c'est donc là, en grandeur el en signe, l'expression du moment de la 
force P par rapport à l'axe des z ; un calcul semblable donne yZ — :Y, 
:X — xZ, pour les moments relatifs h OX, OY. Les équations (2) et {3) 
s'énonceront donc comme il suit ; 

Pour iju'v» tioUde libre sollieilf par des forets quelconques sott en 
rr/uilibre, il faut el il suffit que ta somme des eotitposaïUes de toutes ees 
force» parallèlement à trots axes reetatigulaires, sott nulle pour ehaque 
axe; fve la somme des moments de toutes ces forces par rapport à trois 
axes rectangulaires, soit nulle par chaque axe. 

On voit immédialement que si ces conditions sont remplies pour trois 
,ix«s rectangulaires donnés, elles le seront pour une droite quelconque 



Uii^ 





de l'espace, puisque l'ûiiiii libre aura litu, cl que l;i di 
choisie |)Our axe des x. 

79. Appliquons les équations (2) h lu solution du |)roblànic siiinmt : 
deux fortes sculeinciil, P el P', ëliial iippliquccs à un solide libre, que 
faut-il pour qu'elles se fnraenl équilibre? 

Soieul X, Y, Z les cumpostinlcs de P ; X', Y', Z' relies de P' ; M (x, y, :), 
W [x'i if, z') leurs poinls d'upplicnlion. Les équations (2) et (3) donnent 
X + X'=o, Y + Y'=o, Z-hZ' = o, (vZ — îY)-+-[y'Z' — ;'Y')=o, 

(z\ - xZ) + {='X' - l'y.'} ^ o, (xY - F/X) + (x'V -y'V ] =- o. 
Des trois premières, on tire X' = — X, Y'^ — Y, Z'^ — Z, c'est-à-dire 
que les forces P, P' doivent être égales, piirallèles cl de sens conlrnire. 
Les trois autres deviennent, par celte condition, 

(ï-ï')Z~ (=-=') Y =0, {z-z')\-{x-x-)7.^ 
{x — x')\~(j/~i/)\ = o, 



X 



y-y .•- 

Y 



1 



ce qui nous montre que lu droite qui passe par les points M, M' 
cation se confond avec lu direction des forces. Ainsi tes force» P el P' 
égales et directemenl opposées : telle est la condition ncccssairc et suffi- 
sante de l'équilibre. Il impnric d'observer que, si les Irais pr«uiiêrcs 
équnlions seules avaient lieu, l'équilibre n'exislernit pas. 

L'importnnic propriété que nous venons d'établir nous indique sous 
quelles eondilionn une force P Hppliqni:e à un solide libre peut être 
remplacée par nue nuire force P', sans que rien soit ebangé au mouve- 
ment du solide. Quelle que soit In force inconnue P' qui jouit de 
propriété, il est permis de l'appliquer au solide en même temps qu'une 
foiYe Q égale, opposée et appliquée uu mt'me point, puisque l'on ne 
cliange rien ainsi au mouvement que la force P tend ii produire. Mais 
pour que la force P' seule produise le mcuic effet que la force P uu que 
le système P, P', Q, il faut et il suflit, évidemment, que les forces P et Q 
se fassent équilibre, c'est-à-dire, d'uprès ce qui précède, soient idoles, de 
sens contraire, et agissant suivant une même droite. Donc les forces P 
et P' sont égales, de même sens, dirigées suivant une même droite. lïc li 
le principe suivant : On petit, sutts modifier l'état île niouvemeHl itu 
d'èiiinlihre d'un solide cHlUremeut Uhre, Iranuporler le point d'appitra- 
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n d'ttne force qui agit sur lui en «n autre point t/uelconriue pris sur 
i ilirectioH de la force ou sur son prolongement, et res points sont 
d'ailleurs les seuls ffui jouissent de celte propriété. 

Ce {irincîpe esi ccliti de 1h transposition du point d'application. Un 

('admet souvent comme une sorle d'flxiomc, mais il a besoin d'élre 
Mmonirë, car e'est uniquement nu point de vue du mouvement du solide 
PU de son équilibre que la substitution dont il s'agit est indifférente, 
tuant aux ticlions intérieures développées entre les points maléricis qui 
eraposeut le solide, il est clair qu'elles peuvent être fortement modifiées 
ar le transport d'une force d'un point à un autre sur sa propre direc- 
ion; et c*est précisément pourquoi il fallait d'abord, en établissant le 
|>rinci|>c des vitesses virtuelles, éliminer ces réactions inlérieures et 
ëlablir, enmmc nous venons de le faire, que l'état de mouvement ou 

P équilibre d'un solide n'est pas changé pur une Iransforniatiou qui 
odiGe pourtant les actions inlérieures dans le système. 
79. Équilibre et rédtiction des forces dirigées dans un même plan. — 
Lorsque les forces P qui sollicitent un solide libre ont leurs directions 
dADS un même plan, les conditions d'équilibre se simplifient. On choisit 
te plan pour plan XY; on a, pour charguc force, z = o, Z=:o. Les 
[Dations (a) et (3) se réduisent à 

(4) :;X = o, 2Y=o, I(iY— ;/X) = o. 

Les deux premières expriment que les forces données transportées 
itnllélcmcnl à elles-mêmes en un même point, s'y font équilibre. Dans 
t troisième, xY — g\ représente le moment de la force P par rapport à 
nxe des : : or, dans le eas actuel, la force P se confond avec sa projec- 
[on P| sur nu plan normal à l'axe OZ, cl la plu^ courte distance p avec 
Il perpendiculaire OC abaissée de l'origine sur la direction même de 
h force P. 

' Lorsque l'on considère des forces dans un mémo plan, on appelle 
moment d'une force par rapport à un point U du plan le produit de cette 
fiirec par la fierpendiculaîre abaissée du point sur sa direction, le 
produit étant affecté du signe -t- ou du signe — selon que la force 
tendrait a faire tourner la perpendiculaire dans un sens ou dans l'autre 
natour du point O. On voit donc que, dans le problème actuel, le moment 
-i/\ de la force P pur nippon h l'axe OZ n'est autre chose que le 
lomraf de In force f par rapport à l'origine 0. Donc, pour l'équilibre 
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d'un solide libre, soumis à l'action de foires agissatil dans un m^ne plan, 
il faut el il suffit i' que la résullanU de ces forces, Iransporlifs paralU- 
lement à elles-mêmes en un même point, soit nulle; 2° que ta somme 
algébriqite des moments de ces mfmes forces par rapport à un point du 
plan soit nulle aussi. 

Comme fout point du plan peut être pris pour origine, il est clnîr que 
celle dernière condition devrn £trc vérifiée, quel que soit te point du plan 
que l'on choisisse pour le point 0. 

Cherchons, en g('nérii), si des forces données P, P'.., Agissant sur on 
solide libre dans un même pliin XY, peuvent être remplacées par une 
force unique R, appliquée en un point C (xi, y,) du solide dans ce plan. 
Répétant le raisonnement que nous Rvons fait an n" 79 pour établir le 
principe de la transposition, on prouvcrsit qu'il faut et qu'il suflil, pour 
cela, que les forces P, P',.. fassent équilibre à une force Q, égnie M 
opposée îi R, appliquée au même point C. Nous tirons de \h, et des équa- 
tions (4), les conditions 



-R,-*-£X = o, — R^-Hi;Y = 



-iiR, -+-i/iR.-i-i(xY — yX)-= 



(5) 



-i\, a, : 



*,B,-5,ii,_:(,\-jX). 



Les deux premières de ces équutîons montrent que la force rhrrchèe R u 
mime grandeur el même direction que la résultante des forces donnée» 
transportées en un même point parallèlement d elles-mêmes. De la tml— 
sième, nous concluons que son point d'application C est un \to\nl quel- 
conque de la droite, lieu dr- Téqualion 

X, £Y — y, ÏX = 1 (xy — yX) 

où l'un regortle (x,, ij,) comme coordonnées courantes. Celle droite est 
évidemment parallèle a la direction de la force R, re qui s'accorde d'dl- 
Icui-K Hvec le principe de In transposition du point d'application. La Iroi- 
siciuc équation montre, ou outre, que le moment de la force eherekie R 
par rapport à l'origine 0, c'est-à-dire par rapport h un point arbitraire 
du plan, est égal à la somme algébrique des moments des forces données P 
par rapport au même point. 

Î4. Équilibre et rèduelion des forces parallHcs. — Si les f«reet 
appliqucciinu solide libre sont panilJcles enir'elIcs.aKissnnt le-* unes dam 



un sens, les autres en sens coiilruirc, désignons par a, ^, y les angles 
dJKdeurs d'une force P : ses composantes seront 

X = Pcos«, Y = Pcos|3, Z^Pcosy. 

Nqus pouvons ref;arder cos a, cos|3, cosy comme Hyanl les mêmes 
VDJeurspour toutes les forces, car, s'il y en n qui agissent en sens 
contraire de P, on devrail pour celles-là changer les signes des 
cosinus directeurs, ce qui revient évidemment a affecter du signe — les 
lottes qui seraient dans ce cas, et à Inisser les cosinus directeurs 
invariables. Celte convention admise, les six équations d'équilibre du 
n* 10 deviennent 



(6) cos « 

(7) cos-/iPy 



iP = 



eos p ^Px - 



i>.ïp,= 



Multiplions les équations (6) respcclivcmenl jiar cos a, cos p, eos y et 
njuuions-les : nous en déduirons l'équrilion équivalente £P:=o. Les 
équations (7) se réduiscnl à deux, savoir 

iPilPy^ iPz 
cos a cos ^ cos y 



(8) 



Pour 1m énoncer rommodémenl, appelons moment d'une force P par 
rapport à un plan le produit de la force par la distance de son point 
il'jijiplication a ce plan, distance qui scru comptée positivement d'un cdlë 
du plan, négalivemcnl de l'autre. En vertu de celte définition, Pj: est le 
Dînaient de la force P par rapport au plan YZ, etc. Les condilions d'équi- 
libre des forces parallèles, appliquées fi un solide libre, sont donc 
cellewi : // fant fi( il suffit que la somme algébrique des forces données 
toit égale à zéro, et que les sommes des moments de ces forces, par 
rapport d (rois plans rectangulaires, soient enlr'eUes comme les cosinus 
des angles que la direction commune des forces fait avec les axes respec- 
litstmenl normaux à ces plans. 

75. Cberehons encore s'il est possible de remplacer des forces paral- 
lèles Psollicitani un solide libre par une force unique H, appliquée en 
tin point C (xi, yi, xt), sans troubler l'équilibre ou le mouvement du 
solide. Si nous appliquons au point C une force Q égale et opposée à la 
force inconnue R, cette forée Q devra faire équilibre su système des 





forces P, 

lions (6), 

— R, -h cos (TÏP = 0, — [\, 

ou bien 

(9) R,=:cosa2P, R, = pos[3iP, n. = cnsy2P. 

-Si donc la force R c\Utc, elle nurn pour angles directeurs a, j3, y el 
jiour iiiiensité IP, c'csl-iVdirc qu'elle sci-n jmrallclc aux Torccs molriresP 
el egnle ii io somme nigébrique de ces Torcos, le signe dont IP est affecta 
indiquant si celte l'oi'cc R agh dans le sens (3, j3, y), ou en sens i-ontrairv. 

Ensuite, tes deux liqiiHlions (8), duns lesquelles nous ïiilrodiiirons les 
moments de In force Q appliquée nu point [x,, y,, i,), deviendront 
-Ri, -t- IPx _~Ry,-t- IPy _ ■— \iz, -t- iPz 



(10) 



isy 



Ces deux équntions, auxquelles doit satistnirc le point d'iipplicntioD C 
de la force R, reprëse nient, quand [xi, t/i, Zi), sont des coordonnées 
courantes, une droite parallèle a In direction commune des forces. La 
force R, dont In direction, l'intcnsiu'^ et le sens d'action sont déjà dclcr- 
minés, peut donc être appliquée en u]t point ijuclronqne de cette droite 
siins cesser dVlre dquivalenie nu syslcme des forces P, ce qui s'accorde 
avec le principe de la transposition du point d'application. 

La force R, cqiiivnlenlo ù un ){ruupe de forces données, dans le cas 
actuel el dnns celui du M" 73, se nomme par evtcnsiun In rèsntlanU de 
CCS forces. 

7S. 11 c\isle |}oiirtiinLsur ta droite (10) un point rcmaitiunblc G tel 
que, si lu dircelion des fui-crs P par rapport an solide varie d'une 
manière quelconque, leurs poin(.« d'application, leurs iiia>nsiu-ji et le sens 
relatif de leur action ne chiingcniit pas, In résullnulc R pn»sern tnujourt 
pnr ce point 0. En clTcl, quelques vnleurs qu'on attribue k a, ^, y, les 
équiilionii (10) sdot véririées si l'on pose 

(11) Hf,=iPi, ny, = iPr/, ll:,=:iP:. 

Le point i,, >/■, :■ détermini^! jiar ces équations se nomuic le rentre dt$ 
forces parallttes P. De li*! la pm|n-iélé suivnnie, fort imporlnnle : Qutmd 
lies furcei jmrallèhs dont les points tl'appliraliou et les iiUtnaili* sont 
ililerminfea tigissetit sur un SoUdr libre, rllrs peuvvnt être remplticée», en 
ginrrnl, par une furet uaiqup pnrnlli-h niix nmipoiianles et éffutr à leur 
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lue iilgi^brifiiiv.Cflle rvmillanli: fiasse iiur un ]i<iiiildèltrm!nè ihi solide, 
quelle qM xoit la ilireciion (■oiiimune des forces parallèles donntrs par 
rapport nu solide. 

Si, cumniu il csl naturel, on clioisil pour puini li'applicaUun lie U 
force It le poinl G que nous venons de (iclcrniiner, les c(|unlions (n) 
fournîi-onl le ihéorémc suivant : Les moments de ta résultante d'un sys- 
tème de forces parulléles, par rapport à trois plans rectattgutnires, sont 
rttpeelivement égaux aux sommes des motnenls des composantes par rap- 
porta ces mêmes plans. Ln iiK'me propriété subsistcrn d'iiîlleurs, rein est 
clair, pour un plan quelconiiiie. Les éqiialinns (ii) montrent «•ticiire que 
n la somme des moments des jorcrs I', par rapport à un certain plan, 
fil nulle, te centre des forces parallèles est dans ce plan. Car, si l'on 
ilioisit ce pion pour phu XY, l'cqualion iPî ^ o ayant lieu pnr livpo- 
fliêsc, on aura Sr =o, ce qui démontre la pi-nposition. 

77. Pour éliiblir entre la stotitjuc et la cinématique un ni pp roche me ni 
mile, appliquons ce qui précède nu cas où les forcer parallèles ^e rédni- 
âent à (lcu\, P et P'. Pour plus de fociliti-, |h-cui 
fiuuf plan XY celui qui rontîcnl ces Turccs, pi 
>iri);jnu le point d'application M de P, pour ii\e i 
y pasitiTs la dii-cetion MP, l'uxe dcK x pusitirs él. 
perpendiculaire fi M'P'. Lu force P s<?rn posiii' 
P' sern iiosilif on né};aiif suivnnt que cetre luree » 
on non ilam le méinu si>iig quo l>. lei équiilions (g) et (ii) ilctienncnl, 
{x',!)') étant les coordonnées de M', 

J R, = o, llj= P-i-P', »:=o, d'où H=- P-i-P'; 
} Rx, = PV, %. = P'./-, It:, = o. 
>■ rcsulUinle est donc jHiriillèle aii\ forces ilonnécs, située Ilall^ le incinc 
||iil,jgnlcà leur somme aljj;ébrtquc. L'équation RjCi^^PV donne ensuite 




Il P'^ 
au même, 



H — 1" P ' 

_ MC _ AM 
~SrF~MiR' 

ml le sens d'iHiinn des forics cl les 



f*!"!!!)!!* qui uni lieu quels que soient le sens d'iHiinn des forics cl les 
I ^;n»ile» segments \C, MC, AM. Il en résulte le ihcorèmc suivant, dont 
Biriaa{u|;ie avec la loi de eompusitiun des rotations parallnics est évidente : 
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Deux forces pamllHcx I', P' appliquée» à un solide libre donnent une rêsul— 
lunte R i/ui leur est parallèle, dam le mfmr plan, et égale à leur somm^ 
algébrique dont le signe détermine le sens de son aetion. Sur uneperpen— 

dieulaire commune aux directions de ces trois forces P, P', R, deux quel 1 

conques d'entr'elles déterminent un segment proportionnel à la troisOme- 
Ln résiillniiu^ R se trouve niiisi gmrfa item eut déterminée. Le point Mi, 
âù sfl direction coupe In droite MM' qui joint les points d'il ppli cation de= 
P, P', est le cenlpc ile ces loi-ces parallèles. On u en effet pnr les équa- 
tions (12), 



ce qui fait voir que le centre des lorcrs pnrullèk's ne peut être qup sur 
In droite MM'. 

79. La dcicrminnlion de In résultante it dans le eus dont il s'agit pré- 
sente une exception remnrqunble, semblable k celle qui se rencontre dans 
la réduction des rolnlion.'; pnrnllèles. Si l'on suppose P' ^= — P, R devient 
nul et X, devient infini, à moins que x' ne suit nul, n'est-à-dire que les 
forces P, P' ne soienl égales et opposées, auquel cas elles se détruiraient. 

Le système de deux forces P, P' égales, piirallùles et de sens contraire 
n'est donc pns réducliblu ù une simple force sur un solide libre, car, si 
cette force cxistnit, son point d'nppIicAlion devrait être déterminé par les 
formules ci-dessus, et nous venons de voir qu'elles conduisent à X| == ao . 
n'nutrc pnrl, quoique R soit nul, l'équilibre n'n pns lieu, car nous avons 
démontre au n° 79 qu'il faudrait pour cela que les forces P et P' a)tisseot 
suivant une même droite. Le système P, P' est donc irréductible; un lui 
donne le nom de couple, et nous étudierons plus loin ses propriétés. 

Il est bon d'observer que ce cas d'exception peut se présenter (lins 
quelques-uns des problèmes que nous avons traiu!s précédemment. 
Ainsi, dans le eas où les forces agissent dans un même plan, nous avons 
vu (TS) que leur résullanlc est déterminée par les éiiuntions (5). Or, si 
l'onn 2X = o, i;Y = o, sans avoir en même lenips i(j:Y — j/X) =0, 
il viendra 



R. . 



H„. 



In résulinnic sera nulle, et la droite représentée par ln ti-oisièmeéquo- 
tion (5) s'éloignera h l'infini. En rnisonnunt comme plus liaui, on verni 
que les forces P ne sont pns réduclibles fa nue simple 
trerons plus loin qu'elles se réduisent k un couple. 




Du CDÙm 
I l'on eût en 



IDC temps 



s (9) et (lo) . 



1 



I 

"PI 

f 



I I^ _ ^^ — "^- 

f cos a cos p cos y 

la résullantc des Tarcc^ parallèles serait nulle et les équations (lo) seraient 
impossibles, en sorte qu'aucune force ne pourrait rempliicer seule le 
système des forces P; celles-ci se réduir:iient encore à un couple. 

I E-iercices. 

I. On solide est Mllicité par quatri; forer 
poinU donnés A, B, C, D en ligne druile ; li 
druiiéme P, vcrIicBlD de lisut en bas ; les deui autres t 
perpendiculaires i h droite AO. La force P est donnée aii 
l'iDgk a que f«il AD grec l'horiwnlalo AX. Trouver a, 
•|nind l'équilibre a lieu? 

n. AB = a, CD = fc; onu 



o==P, ti' = i 



tipl. 



Un reetingic ABCD, placé dans 
force!, l'une verticale P Bppli(|uée a 
iquéecn A, la troisième o', de drrectioi 
U. On cannait l'angle k que Tait AD av 
'ou demande de déterminer les forces tr et n'. 
n. Soient Alt = b, BC = la, X cl Y les composanli 
mille et verticale de la fai'cc a'. On tronvc 



P (a CDS « 



») 



S. Ooe barre rigide AB est en équilibre entre trois 
l>pliquce au milieu de AB, une sceoude s appliquer 
'expliquée en B, ri dont la direcliou doit passer pur un pouit di 
•^nl P, AB. On demande l'intensité et la direction de la force i 
l'horiionUlc AX, l'angle »' que fait BC avec AB. 
-A- Soient AB =^ zl ; s et s les eoordonnées polaires de C rappoi 
^jtlant les forces sur l'horizontale et la verticale, et preni 
on trouvera puiir di 



aco,(o,X)=- 
j «. Tfoi* force» P, 1", 




u(o,x)=p-ysin(™+e'), 

I parallélipipèdc rectangle 



I 



— 106 — 

respectivement suivant trois arêtes qui ne se rencontrent pas. Quelle est la conditioim 
pour qu'une seule force puisse leur faire équilibre ? Déterminer cette force. 

R, Soient a, 6, c trois arêtes respectivement parallèles à P, P', P" ; X, Y, Z les com — 
posantes de la force cherchée ; a;, y, z des coordonnées de boii point d^applicalion, pai-* 
rapport à ces trois arêtes. La condition demandée est que Ton ait 

c b a 

et si elle est réalisée, on aura 

X z y — b z — c 

K — — P Y=r— P' Z=:— P" -:= -» = 

-^ — r, * — r f £j — P — P" P' — P" 

ft. Aux sommets B, C, D d*un tétraèdre ABCD sont appliquées trois forces parallêle&s 
P, Q, R. Déterminer la distance r du centre de ces forces au point A. 

R, AB = 6, AC = r, AD = d, 

r* (P* -4- Q" -♦- R*) = P* 6» -H Q«c« H- R*d* -4- zPQhc cos D AC -♦- 2QRcd cos CAD 

-+■ ziWda cos DAB. 



CHAriTKE Xiil. 

THÉORIE DEb COUPLES ET RÉDUCTION GÉNÉRALE DES FORCES 

APPLIQUÉES A UN SOLIDE. 

79. Nous avons appelé couple le système irréductible de deux forces 
égales, parallèles, de sens contraire, appliquées à un solide. Le momerU 
d*un couple est le produit de Tune des forces P, P' qui le constituent par 
la distance p comprise entre les directions de ces forces; p est le bras du 
couple. 

La première question que nous allons résoudre sera de chercher ce 
que deviennent, pour un couple donné K, les expressions 2X, ISY,.., 
2(yZ — zY),... c'est-a-dirc les sommes des projections des forces P, V 
sur les axes reclangu Inires et les sommes de leurs moments par rapport 
à ces axes. Les forces P, P' étant égales, parallèles, de sens contraire, il 
est clair que X' = — X...., donc 2X, lY, 2Z sont nuls. Soient M (x, y, z) 
W (x', y', z') les points d*application des forces P, P' : les sommes des 
moments auront pour valeurs, 

(y— y')Z-(i5-«') Y, (z - x')X-~(x-.x')Z, (x - x')Y-(y-i^')X. 
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Pour nous repnvscnlcr ){comi!triqucmcnL rc 
l'on i-lcvc en un ccrlnin [loint du plnn, pur 
droilcM'K normole au plnn liu couple, prnpoi 
oelle H à son mnmenl Pp, et dit càtc de re plnn iir 
larotalion i|iie la force P imprimcruit à In perjieii- 
iliculiiire ;i se ferait de gauche k di-oite pour ui 
ob«orv»lcur pl.ic^ sur M'K, les pieds en M', la l(-U 
«n K. Ainsi dclcrmincc, cette droite M'K, que l'or 
•Cpcllc l'axe ii\t couple K, coïncide l' vide m me ni I 
pour lu griindenr, In direclion et le sens avec la droite i[ui fignrcjail 
In TÎlcssc du point M', dHns une rotntion tlii solide autour d'un H\e rcpré- 
wnlf par tji druite MP, mration dont lu vitesse niigukire sernit consi.'- 
i|UFniincnl proportionrrello a la force P. 

Of, les composantes de cet iixc de rotntion ctnnt X, Y, Z; les coordon- 
na ilu piiinl M' étant x', y', s', il suit des formules (3) du n" 17 que les 
«)ni|»SHntes de cette vitesse du ]>oinl M', un les ]mijer[ions de M'K sur 
les mes, seront respect ivemcnl 

ï|:'-!)-Z(j'-5), Z(i'-i)-X (=■-:}, X (j'-j) - Y(x'-x), 
ftil-à-dirc auront précisément les mêmes valeurs que les moments du 
couple. De \k cette proposiliun, très-im portante dans la théorie des 
cnuplcs : Les sommes des moments îles forces d'un roupie jiar rapport à 
Iroiiows rectangulaire» sont égatfs, retpectivement, nnx componantes de 
' "ietlu roupie jiiiralUIrment à ces trois a.rcg eoordoniifS. 

Il'uii il suit, toute droite pouvant être prise pour un des nxes coor- 
■'onnûj, que la somme des m'iments den (arres d'un roupie par rapport 
« uni droite ifiieUoniine est égale à la projection de t'axe du couple sur 

IWIK droite. 
l M. Ce qui précède permet du résoudi-e fort siinpleineul la qucslion 
PVinle : sous quelles conditions un couple K' peut-il 1 
pc substitué il un couple K donne, applique sur un 
Uide libre, snns modilier le mouvement de celui-ci? 
^ftii voit tout d'iibiird, pur un rnisonnemcnl déjii 
plusieurs fois employé {79, 7*), qu'il est nécessnirc 
cliuflisnnl pour relu que le solide soit en cquililiiL' 
entre le couple donné K, et un couple K" formé de 
^Kuj forées égnlcs et directement opposées à celles 
^^B constituent le couple K'. Ecrivons donc que 




'qutitions 



d'équilibre d'un solide libre sont vérifiées, lorsque l'on joint 
forces qui composent le couple K celles qui composent le coup] 
Les [rois équations 

iX = o, :£Y=o, 2Z = o 
sont Qccessaii-ement vi^ri&ecs, puisqu'elles le sont pour chacun' 
couples K, K" sépnrcment. Quant nux trois équations des moments 
2(yZ — iV) = o, etc., il suit de ce qui n élé établi nu N'préeédenl que, 
si l'on désigne par K,, K„ K, les composantes de i'flxe ilu couple K paral- 
lèlement a OX, OY, OZ; parKj, K', K; celles de l'axe du couple K', et si 
l'on observe que, d'après les conventions adoptées (79), l'axe du couple 
K" n pour composantes — K^, — K^, — KJ. les trois équations des 
moments pourront s'écrire 

K, — k; = o. k, — k/ = o, k. — k; = o. 






k; = k.. k; = Kj,. Ki = K., 

ce qui signifie que les couples K, K' ont leurs axes égaux, pamlli 
dirigés dans le même sens. Cette condition est d'ailleurs suffisante, 
d'après le raisonnement qui précède, donc 

Pour qu'un couple K' puisse être substitué à un couple K stir un solide 
libre, il est nécessaire et suffisant que les axes de ces couples soient fgauz, 
parallèles et dirigés dans le même sens. 

En observant la manière dont se détermine l'axe d'un couple, rr 
théorème peut encore s'énoncer ainsi : 

Deux couples sont équivalents sur un solide libre pourvu que leurs 
plans soient parallèles, que leurs moments soient égaux, et que te sens 
de la rotation qu'ils tendent à imprimer à leurs bras soit le même. 

Il suit de là cette conséquence fort importante, qu'un couple est com- 
plètement déterminé, au point de vue du mouvement qu'il peut Imprimer 
à un solide libre, dès que son axe est connu de grandeur et de direction, 
puisque cet axe TaîL cononitre tout ce qui doit être déterminé pour que 
l'efTctdu couple soit invariable. 

Quant au point où l'on pluce l'origine de l'axe représentatif du coaple, 
il est toul-à-fait arbitraire : on peut, par exemple, prendre pour choque 
couple le milieu de son brns, ou encore, et c'est ce qu'il y a de plua com- 
mode, choisir pour origine commune des axes de tous les couples qae 
l'on a A considérer, l'origine même des coordonnées. Il résiillc du ihéo- 
i-cme ci-dessus que cela n'a aucune influence. 
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I 81. Réduction des couples. — Exnminons si, lorsque àea roupies en 
Tlonibre quelconque ngissent sur un solide libre, il est possible de les 
remplacer pnr un couple unique sans ntodiftcr le monvemcnl nu l't^qui- 
libre dn solide. Tirons de l'origine des droites OR, OK', OK",... reprë- 
senlant les axes des couples donnés : ceux-ci sont par là entièrement 
éterminés. Raisonnons coDimc dans le problème prèeddent: pour qu'il 
'existe un couple G équivalent au système des couples K, K', K",., il faut 
et il suffit que le solide soit en équilibre entre les couples K, K', K",.. 
d'nne part, et un couple égal et de sens contraire au couple G, de l'nulre. 
Donc, les trois équations des moments 

liyZ — zY) = o, l{z\~~xl) = o,... 

cl*?vronl être vérifiées, si l'on joint aux forces qui composcnl les couples 
K, K'... celles qui composent le couple cgnl et contraire à G. Soient 
K,, K„ K, les projections sur OX, OY, OZ de l'nxe d'un couple quel- 
«^ronquc K ; d'après ce que nous avons clublî au n" Ï9, SK,, ^K„ 2K, 
•■eproscnlent en grandeur et en signe les sommes des moments des forces 
données par rapport à OX, OY, OZ; de même, si G,, Gy, G, sont les 
Composâmes de l'axe du couple G, — G„ — Gg, — G; représenteront les 
sommes des moments des forces du couple égal et contraire à G. Les trois 
<^<juaiions des moments seront donc ici 

2K, — G, = 0, SK,— G, = o, 2K=— G= = o, 
ou 

G, = 2.K„ G, = 2K„ G. = SK„ 

'-C qui détermine en grandeur cl en direction l'nxe du couple cherche G. 
f-otnme d'ailleurs les équations des projections, SX = o, ....,ne donneot 
'ieu h aucune condition puisqu'elles sont vérifiées par chaque couple 
i^Wmcnt, on voit que des couples eu nombre quelconque, appliqués à 
"» »oli4e libre, sont toujours réductibles d un couple unique; l'axe du 
">upU qui peut ainsi remplacer le système des couples proposés est la 
fMtanle des uses de ces couples. 

AiMi, en pnriiculier, «idea cowp(e« K, K'...,on( leurs plans parallèles, 
Cl contéqucmment leurs axes dirigés suivant une même droite, taxe du 
""pie résultant sera égal « la somme algébrique des axes des couples 
imputants, et le signe de celle somme indiquera le sens dans lequel il 
«" rftrige. 
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Si les couples K, K' se réduisent à deuxy l'axe du eoupU qui leur est 
équivalent sera la diagonale du parallélogramme construit sur les axes 
des couples KetK\ 

S'ils sont au nombre de trois K, K', K.", l'cuce du couple équivmbmi 
sera la diagonale du parallèlipipède construit sur leurs axes, et mmsi 
de suite. 

Réciproquement, un couple quelconque K pourra être remplacé par 
deux ou plusieurs autres, du moment que son axe est la résultante de 
leurs axes. On peut, par exemple, lui substituer trois couples, ayant leurs 
axes dirigés suivant les axes OX, OY, OZ et donnés, en grandeur et en 
signe, par les projections de Taxe du couple K sur OX, OY, OZ, ou 
Kx, Ky, K.. Il suit de là que si l'on considère un nombre quelconque de 
couples K; si G désigne Taxe du couple résultant; ), fz, v les angles 
directeurs de cet axe, les formules relatives aux résultantes donneront 

G, = 2iKr, Gy = ZKy, G, = 2K«, 

Gx = G cos >, Gy = G cos u, G, = G cos v, 

G = |/(2K,)« H- (2K,)» + (2K.)», 
•s G, G„ G« 

COS/t^-— > COS/Ui:=---f COSVs---» 

G G G 

ce qui déterminera en grandeur et en direction l'axe du couple G. 

gt. Relations entre la cinématique et la statique. — Au point de vue 
de la forme géométrique, il y a analogie complète entre les lois qui régis- 
sent les translations et les rotations imprimées à un solide, et celles qui 
régissent les couples et les forces qui lui sont appliquées. On peut faire 
glisser un axe de rotation comme on veut sur sa propre direction 
sans altérer le mouvement, comme on peut transporter une force sans 
changer son effet. Les forces appliquées à un même point, les forces 
parallèles, se composent suivant les mêmes lois que les axes de rotation 
passant par un même point et que les axes parallèles. Aux couples de 
forces, correspondent les couples de rotation, c*cst-à-dire les translations; 
et de même que la droite qui figure une translation peut être portée 
IndifTéremmeiit en tout point du solide, de même Taxe représentatif d'un 
couple de forces peut avoir, comme on l'a vu, son origine en un point 
quelconque. Les axes des couples en nombre quelconque se composent 
suivant les mêmes lois que les vitesses des translations, etc.. 
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^^K Le ihéorémii Ju N" 3S, sur le ili'plucemcnl d'un n\c de loialîon parnl- 
lèlcincnl à lui-même, a pour carrclalif le suivant, 
qui se <lcmoi)irc absolumeni de In mètnc mnnière. 
I Soil P une forre flpplii{uée en un poinl d'nn solide : 
nous ne changeons rien îi l'action de celte Torce P en 
Appliquant en nn poinl 0', choisi arbitrairement, 
dcnv forres P', P" égales et parallèles à P, et directement oppost'es l'une 
à raiilit. Les forces P, P" eonslitneni un couple dont l'axe O'V est 
normal au plan POO', égal au produit de In force P jwr la distance /» du 
point 0' Il OP, cl dirigé du côté du plan POO' où la rotation que la 
force P tend à imprimer h p nurait lieu de gauche à droîlc (79). Maïs on 
>'oit immédiate ment que cet axe O'V se confond pour la grandeur et la 
direction, arec la droite représentative de la vitesse dn poinl 0' dans une 
Motion dn solide représentée par OP, donc (oufe force P appliquée en 
n point O d'un aotide peut être tratuporlée parallèlement à elle-même 
t un attire point qitelcotiifue 0' du solide, pourvu qu'on lui joigne un 
bup/e dont l'axe O'V est figuré par la vitesse du point 0' dans une 
ntation dont l'axt serait représenté par la force primitive OP. 
I La règle est donc encore la même qu'au N" Zit, les forces remplaçant 
saxes de rotation, l'axe du couple l'eraplaçant la translation, et toutes 
I conséquences que nous avons déduites de la première règle pour la 
fdurtton des mouTemenls d'un solide se déduiront de cclle-cï pour la 
iduclîon des torves. 

' SX. Soient P, P'...., des forces en nombre quelconque, appliquées à 
a n solide libre. Transportons lu forée P parallèlement ù elle-même en un 
IMiint choisi arbitrairement dans le solide (ou même en dehors pourvu 
<|u'il lui soil invariablement lié), ce qui engendrera un certain couple K. 
Iié[)éiuns la même opération pour toutes les autres forces P',... appliquées 
nu solide. 

Toutes les forces égales cl parallèles aux forces données, qui agissent 
uiaintenant nu point (), se réduisent à une force unique lî, représentée 
par lu réeuIlBnlc des droites qui l'cpréscnicnt ces forces (S9) : nous 



l-'appcicrons la force résultante. Tous les couples K se rcdi 
Kut emiple G, dont l'axe OG s 



uiront a un 



I la 
mme nous l'Hvons établi au n" 81 : c'est 



:, dont nous avons i 



lalogu 



liante i 

lUple rèxultant- 
cinémaiiquc 



ipics K, 



Tant de 



ta que l'on voudra, appliquées à un solide libre, sont toujours réduc- 



n point arbitrairement r/ioitt, H d 



libhs à une seule foire appliqui 
un setU roupie. 

lii Torcc rcsultnnte R est indépendanle du poiiil choisi 0, que nous 
nommons le centre de réduction, puisqu'elle n'est autre qac la résultante 
de toutes les forces P transportées pnrallèlemcn ta elles-mêmes au point 0. 
Mais l'axe du eoiiple G varie de grandeur et de direction suivant le point 
du solide où se Tail la réduction des Forces, et ranaIof;Je nous perniEt 
d'énoncer les théorèmes suivants, qui se démontreraient comme leurs 
corrélatifs en cinématique : 

Parmi tous les modes de réduction dfs forces P à une force et d un 
couple, on peut choisir le centre de réduction de telle manière que (a 
force résultante et l'axe du couple résultant soient dirigés suivant une 
même droite. Tous les points d'une certaine droite, parallèle à la forte 
résultante, jouissent de celle propriété. 

L'axe du couple résultant relatif à un centre de réduction non situé sur 
cette droite donne une projection constante sur celle-ci, projection égale à 
l'axe du couple résultant relatif à un centre de réduction situé sur cette 
droite, qui prend le nom d'axe central du système des forces données. 

L'axe central est donc le lieu di^s centres de réduction pour lesquels 
l'axe du couple résultnnl est un minimum. 

84. Tous ces théorèmes relatifs h l'nxc du couple résultant se trans- 
I forment en théorèmes relatifs aux moments des forces, 
si l'on a égard k la relation suivante : Lorsqu'on trans- 
porte à l'origine la force P, dont les composantes 
liingulaires sont X, Y, Z, et dont le point d'applica- 
n M a pour coordonnées x, y, z, ce transport fait 
I naître un couple K. On a vu (78) que la projection K. 
de l'ave de ce roupie sur OX égale, en grandeur et en signe, la somme 
des moments des forces du couple par rapport à OX; ou, puisque l'une des 
forces du couple K est ici appHijuée en O et donne un moment nul par 
rapport h OX, la pi-ojeclion de OK sur OX se réduit au moment de la force P 
appliquée en M, c.'esl-à-dirc ïi yZ — lY. Observant que l'axe OX est une 
droite quelconque et l'origine O un point quclronque de cette droite, on 
tire de là ce premier Ihéoi-èmc : te moment d'une force P par rapport à 
une droite donnée exprime, en grandeur et en signe, la projection sur 
celle rfroKf de l'axe du couple K (fue l'on fait naître, en transportant ta 
farce P parallèlement « elle-m^mc m un point i/nclfonqiie de cette droite. 
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Oïl 11 lie nii-nic. jiour Ifs ])rojeclions sur OY, OZ, les vnlcuis 

K, = :X — xZ, K, = lY — ,j\. 
8tt. Nous pouvons muintenant d^lerniiner HDalyliquenierit la Torce 
rôftullanle el le couple rësitltaiit d'un système de l'orces donni'es, pour un 
(■entre de réduction clioisî comme oi-igine des axes l'cc langui aires. La 
force ri^sultante R coTneldanl avec la résullanic des Torces P transpori(!'CS 
k l'origine 0, nous aurons 

R, = iX, R, = iY, R,= 2Z, 
et si a, b, c sont les angles directeurs de R, 

R-l/(JX)' + (5Y)' + pZ)', 
Vif iY ^'Z 

»S._-j|-, C.S6__, 0O.C--. 

De mcmc, l'nxc du couple rcsuUanl G étant la ri!sul<nnlc des axes <les 
couples R définis plus haut, si ), u, v désignent les ttngles directeurs de 
cet une et G sa valeur, nous aurons 

G, = S.K, = 1 [yZ — ïY), G, = JK, = i {z\ — iZ), 
G= = 2K, = 2(xY — y.Xl. 



C = /S(yZ-=Y)' 



cos 1 ^ — 



G 



On voit clairement ici ce qu'expriment les six ci|uatinn!i d'équilibre 
il'un solide, données uu n° ÏO : leê trois premières exjmmeut que la force 
réxiillante R est nulle; les trois dernières que l'axe du couple résultant G 
est nul. 

S6. La relation entre les couples el les moments, donnée au n" 84, 

conduit iramédiatement aux conséquences suivantes ; i" J.a somme des 

moments des forces P appliquées à un solide, par rapport à un axe OX, 

, .M( égale à la projection algébrique, sur cette droite, de l'axe du couple 

mitant des forces P relatif à un centre de réduction (I pris sur OX. 

• De toutes les droites passant par un même point 0, ce//e pour 

wtle la somme des momentx des forces est maximum coïncide avec 

» direction de l'axe du couple résultant OG des forces P, pour le centre 

( réduction 0. 3" Pour toutes celles de ces droites qui font un même 

tgle avec OG, la somme des moments a la même valeur; pour relies 

rwi «ont perpendiculaires à OG, le moment est mil. i'' Ln xonimc des 
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moments des forces P par rapport à une droite OT qui fait avec OX, 
OYy OZ des angles a, |3, y a pour expression 

cos a2K, -♦- cos P2Ky -4- cos ySK,. 

5" // exi«(e une droite unique telle que^ en chacun de ses points^ la 
direction de la droite pour laquelle la somme des moments est maximum 
coïncide avec celle de la droite elle-même (axe cefitral). Cette somme des 
moments est d'ailleurs un mimmux, par rapport au moment maximum 
relatif à toute autre droite dans l'espace. 

87. Résolvons une dernière qucslion. Nous avons prouvé (8S) qu'en 
général le système de forces P, applicjuées à un solide libre, est réductible 
k une force et h un couple. Quelles sont les conditions qui doivent avoir 
lieu pour que le système soit réductible : i° à une simple force R ; S® à un 
simple couple G ? 

i"* Soit C (xi, yi, Zi) le point où il faut appliquer la force résultante 
R pour que le couple résultant s*évanouissc. Les forces P devront être 
équilibrées par une force égale et opposée à R, donc 

l — R. -^ 2X = o, — Ry 4- SY = o, — R, H- ^ « o, 

(i)|— yiR,-4-ZiRy-^2(yZ — cY) = o, — x,RxH-x,R,h-2(«X— xZ)=o, 
f — x,Ry H- yiR, -♦- 2 (xY — yX) = o. 

Les trois premières donnent R, ■= 2X, R, = 2Y, R, = 2Z, ce qui 
détermine la force R sans aucune condition. Les trois autres peuvent 
s'écrire 

(2) y,2Z — z,2Y«2K„ x,2X — X|2Z = 2Ky, x,2Y — y,2X = 2K, ; 

multipliées respectivement par 2X, 2Y, 2Z et ajoutées, elles donnent 
l'équation 

(3) 2X . 2K, H- 2Y . 2Ky h- 2Z • 2K3 = o 

qui, ne renfermant pas Xi, yi, zi, exprime une condition à laquelle 
doivent satisfaire les forces données P pour que le problème admette une 
solution. Gomme 2X,... sont les composantes de la force résultante R, et 
2K,,... les composantes de l'axe du couple résultant G relatif à l'origine 
actuelle des coordonnées (qui est quelconque), cette condition peut s'ex- 
primer ainsi : 

Pour qu^ les forces P appliquées d un solide libre soient réductibles é 
une force tmique, il faut que la force résultante et Vaxe du couple résul" 
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l<iii( du si/stéme îles furces P, relatifs à un cenlre de rèilaelion ihnnè 
i[yfltonqtte, loient perpendiculaires l'une à l'autre. 

Ccltc condilinD est d'nilleui-s suflisnate cngcncrnl, car, si réqunlion 
(3) esl vëpificp, les éqiiaiions {2) auxquelles le point C doit sutisfflîre se 
rrduisenl h deu\ et représentent, x,, y,, Z| étant pris pour eoaidonnécs 
rnurinies, une droite dont il est fncile de voir qu'elle est pnrnllèleà la 
force résultante, ses cosinus directeurs étant proportionnels à 2X, 2Y, 
IZ. CJjaque point de cette droiie peut l'tre pris pour le point C où la 
TuiTt R doit éli-e appliquée, et toutes les conditions (i) étant alors rem- 
plies, il est elnir que le système des forces P est remplacé par la force R 
'|ue nous venons de déterminer. 
Us équations (2) donnent encore 

JiiK, -H Ji-Kj -«- r,iK,=^ o, 
rc i|ui prouve que la résultante H a sa direction comprise dans un plan 
uica^ par l'origine actuelle 0, normalement à l'axe du couple résultant 
l' rcliiliruu centre 0. 

â° Pour que le système des forées P soit réductible à un simple couple 
1. il faut évidemment que la force résultante R, qui est indépendante 
ilii rcnlre de réduction (SS), se réduise à zéro, c'est-à-dire que l'on ait 



'l"nc, ijtte les forces P, Iransportées parnllèlement à etles-mémes en un 
"tfme point, s'y fassent C(/ui7i6r«. 

Mnih il faut de plus que le couple ne soil pas nul, car alors l'équi- 
lil'icaïu'ail lieu; donc, les trois quantités 

2(yZ-!Y), llz\-x7.}, l{x\ - y\) 
III' <lvvronI pas être nulles simultanément. Si ces deux conditions sont 
ri-iinies, le système des forces P est réduelilile à un couple, que l'on peut 
il'uillcurs transporter partout où l'on veut d'après les propriétés des 
<<'"Hi»(80). 

]lnjjpri>clianl ce qui vient d'être dit de la remarque faite à la tin du 
V TS, concernant les forces dirigées dans un même plan ou les forces 
l'iMllèles, on reconnaît que les cas où la résultante de ces forces devient 
JluMiirc sont précisément ceux où le système des forces P est réductible 
' uu couple, comme cela devait cire. 



f . Soit MP la droite qui représente une force P; ÂB un segment de droite quel- 
conque dans Tespace; le moment de la force P par rapport à AB vaut 6 fois le volume 
du tétraèdre qui a AB, MP pour arêtes opposées, divisé par le segment AB. 

9, Le système des forces quelconques P appliquées à un solide libre est généralement 
réductible à deux forces Q, S non comprises dans un même plan, et cela d*ane inflnité 
de manières. 

S. Soient MP, MP';... des droites partant d*un point M : le volume du tétraèdre 
construit sur un segment AB et sur la résultante de ces droites comme arêtes opposées 
est égal à la somme des volumes des tétraèdres construits sur Parête commune AB et sur 
les droites MP, MP',... comme arêtes respectivement opposées. (Dans eet énoncé et dans 
les suivants, les signes des volumes des tétraèdres sont les mêmes que ceux des moments 
par rapport à AB), des forces représentées par MP, MF.... 

4. La somme algébrique des volumes des tétraèdres construits sur une arête 
commune AB et sur les droites représentatives d*un système de forces P comme arêtes 
respectivement opposées, est égale à la somme des volumes des tétraèdres ayant cette 
même arête AB, et pour arêtes respectivement opposées les deux forces Q, S auxquelles 
est réductible le système des forces P. 

Si cette somme est nulle quelle que soit Parête AB, le système des forces P est en 
équilibre. 

5. Le tétraèdre construit en prenant pour arêtes opposées, deux forces Q, S aux- 
quelles est réductible un système de forces P, a un volume constant, de quelque 
manière que les forces Q, S soient choisies. 

•. Sur les n forces P appliquées i un solide, prises deux-à-deux comme arêtes 

opposées, on peut construire tétraèdres. La somme algébrique des volumes de 

I • 2 

ces tétraèdres est égale au volume du tétraèdre qui a pour arêtes Tun quelconque des 

systèmes Q, S auxquels le système des forces P est réductible. Si Téquilibre a lieu, 

la somme est nulle. 



CHAPITRE XIV. 

DE L'ÉQUILIBRE D'UN SOLIDE QUI N'EST PAS ENTIÈREMENT LIBRE. 

SS. Lorsque des forces P, P'^** agissent sur un solide dont les mouve- 
ments sont limites par certains obstacles fixes^ par certaines conditions, 
deux méthodes peuvent conduire aux conditions d'ëquilibre. La première 
consiste & appliquer directement au solide la méthode des vitesses 
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, CD ayanl égard aux condiljons qui Huiilcnt les mouvemcnis 
neh du solide. La seconde consiste à joindre aux forces P, P',,.. qui 
sollfcitenl le solide, les réactions que les obstacles lixes exercent sur lui, 
réactions générale me ut inconnues, au moins de gnindeur : on peut alors 
évidemment Taire abstraction des conditions imposées aux mouvemenis 
du solide, regarder celui-ci comme enliércntcnl libre, et faire usage des 
équations d'équilibre du n" 70, ainsi que de tontes les transforninlions 
^^idductions de forces et de couples que nous avons efTeetuécs sur un 
^■ke libre. 

^^P l'on élimine entre les équations d'équilibre obtenues de celle 
Vnïire les réactions inconnues provenant des obsincics, on obtiendra un 
coriain nombre d'équations ne contenant plus que les données de la ques- 
tion, e'est-Ji-dire les composantes des forces P, P',... et les coordonnées de 
leurs points d'application : ces équations exprimeront proprement tes con- 
ditions d'équilibre, ou les relations auxquelles les données devront satis- 
faire pour que l'équilibre ail lieu. Si l'on suppose qu'elles soient véri- 
fiées, les équations primitives qui ont servi h l'élimination fourniront 
ensuite les valeurs des réactions inconnues, et par suite les pressions que 
'<^ solide exerce contre les obstacles fixes, puisque ces pressions sont 
toujours égales et opposées au k réactions des obstacles. 

Cette seconde méthode étant simple et fournissant îmmédialcment 
^^pressions, nous l'appliquerons de préfcrenee aux exemples suivant.*^. 
^BM. Equilibre d'an solide fixé par un point. — Prenons ce point 
^^PO pour origine des axes rectangulaires OX, OY, OZ; soient X, Y, Z 
Wcomposanles d'une force quelconque P appliquée au solide; M(i. y, 2) 
son point d'application; U, V,W les composantes delà réaction inconnue 
que l'obstacle fixe, sur lequel le solide s'appuie, exerce au point 0. IVons 

Ïgns faire abstraction de l'obstacle fixe A condition de joindre cette 
Ion aux forces motrices P. Le solide, rendu libre, doit vérifier 
(équations d'équilibre du n" 70, d'où 
(i) Z\fV = o, 2Y + V = o, 2Z-t-W=o, 
h] v(yZ-:Y) = o, S{=.\-xZ}=o, Hx\ -.y\)=o, 
'f^ momenls des forces U, V, W étant nuls puisque les cordonnécs du 
P"ialOsonl r = o, y =^0, r = o. Les équations (a) ne renferment que 
'" forces données; elles expriment donc la condition nécessaire pour 
l'If l'équilibre ait lieu, savoir, que la nomme des moments des forces 
"VP^ilupFs au solide, par rapport à trois axes reclaiiçiiilaires se roiipant 
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au point fixe, soit nulle pour chaque axe. Il est clair qu'alors elle sera 
nulle par tout autre axe passant par le point 0. On peut dire aussi que 
l'axe du couple résultant des forces P, relatif au point fixe pris pour 
centre de réduetiofi, doit être nul. 

Les équations (i) font simplement connaître, en grandeur et en direc- 
tion, la réaction du point fixe; elles donnent en effet 

(3) U = — SX, V== — 2Y, W = — 2Z, 

et comme les composantes de la pression que le solide exerce sur Tappui 
fixe sont — U, — V, — W, ou 2X, 2Y, 2Z, on en conclut que la charge 
du point d'appui est égale, dans le cas d'éguilibrCy à la résultante des 
forces P transportées parallèlement à elles-mêmes en ce point. 

Les conditions d'équilibre exprimées par les équations (2) sont d'ail- 
leurs suffisantes, puisqu'il résulte du système (i) et (2) que l'équilibre: 
aurait lieu, si l'appui exerçait sur le solide une réaction dont les compo* — 
santés U, V, W auraient les valeurs (3) : or, comme nous admettons qu^^ 
l'appui soit capable d'une résistance indéfinie, il développera nécessair^^ 
ment une réaction suffisante pour maintenir le point en équilibre. 

Si l'on ne supposait pas que l'appui puisse résister indéfiniment, S 
faudrait joindre aux conditions exprimées par les équations (2) cellc-c :S 
que la résultante des forces P transportées au point ne soit pas sup( 
rieure à la pression à laquelle le point d'appui peut résister. 

INI. Dans le cas où toutes les forces P sont comprises dans un mém 
plan passant par le point 0, si l'on choisit ce plan pour plan XY, on 
pour chacune des forces, z = o, Z = o. Les équations d'équilibre 
réduisent à celle-ci : 

2(arY-yX) = o, 

qui exprime, comme nous l'avons vu au n* 7S, que la somme algébriqut^ 
des moments des forces motrices P par rapport au point fixe est nulle. 
On écrit encore cette condition sous la forme 

iPp = o, 

p désignant la distance du point à la direction de la force P, et le 
moment P/> ayant le signe ■+• ou le signe — suivant le sens de la rotation 
que la force P tend à imprimer à la perpendiculaire p. 

91 . Équilibre d*un solide qui a un axe fixe. — Quand deux points 0, V 
du solide sont fixes, le solide ne peut que tourner autour de la droite 00', 
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'|uj csl son axe fixe. Prenons le poinl pour origine, l'axe des ; positifs 
suivnnl 00', les axes OX, OY rcctangiiloires. Introduisons les i-éaclions 
que les appuis fixes exercent en et 0' sur le soljilc ; soient V, V, W les 
composantes de la réaction agissant en O; tl', V, W celles de In rcaciioD 
sur 0', a In distance 00'. Le solide étant regardé comme libre, nous 
anrons, pour l'équilibre, les six équations connues 
U) 2Xh-U-*-[I' = o, ÏÏY + V-h V' = o, 2Z-(-W + W' = o, 
li)2(yZ — ïY-) — aV' = o, 2(iX — a:Z)-f 
en observant que, pour le point 0, x = y = 
I ^=0. = = «■ 

I U troisième des cciuations (5) est la seule qui soit indépendante des 
\ relions inconnues : elle exprime donc In condition d'éfiuilibre, les 
autres ne servant (ju'à déterminer les réactions U, V, W, U', V, W. 
Donc i7 /âul er 1/ suffit, pour l'équilibre, i^ne la somme algébrique des 
nionieiils, par rapport à l'axe fixe, des forces appliquées au solide soit 
fgaltà zéro. 
Les autres équations (5] donnent 



iU' = o, 2(xY— yX) = 
z = o, et pour 0', x = 



I:' ctV étant coinitis, les deux premières équations (4] font connaitrc 

»[IctV. Quant aux composantes W, W des réactions des points d'appui 
«lifaot la direction de l'axe 00', leur somme seulement est déterminée 
per l'équation 

W-t- W'=— 2Z, 
riinrunc individuellement restant inconnue. 

Ceci nous apprend que les conditions d'équilibre du solide ne suffisent 
pis pour déterminer les pressions qu'il exerce sur ses points d'uppui dans 
le MHS de la droite 00' qui pnssc par ces deux points, résultat Tacile & 
prévoir. En effet, nous ne considérons actuellement l'effet des forces sur 
lesolidequ'au poinl de vue du i-eposoudu mouvement qu'elles peuvent lui 
communiquer, et non au point de vue des réactions intérieures qu'elles 
ilÉvcloppent entre les points matériels qui le composent; el nous 
rlterchons quelles sont les forces que l'on doit substituer aux points fixes 
pour que le solide, rendu libre, reste en équilibre. Or, nous avons prouvé 

tppliquce à un solide libre peut être transportée en un 





point qnFlrnnitie île sa direction snns ijiic <'t*ln nlièrccn Hcn le moa*vs 
ment ou IV'quililire du solide ; donc, les rendions W, W" cjiic le solide 
<!prauve, suivant lo dlreetinn 00', de la pnrl des nppuis et 0', peii*'cnt 
jtrc distribuées comme l'on veut sur ehaeun de ecs deux points, pou rva 
que leur somme demeure invarinble: cela ne saurait avoir d'inDuenri! 
sur réquilibrc du solide. Conséqnemmenl, il est Impossible i^up its 
équations d*cquilibrc fournissent uuirc tliose que ta somme W -t- W. 

Dans Ifl rcalit^, lorsque des forces données se font équilibre sur un 
solide naturel appuyé sur deun points Itxes, chacun des points d'appui 
supporte une pression bien déterminée, et la composante de cette pression 
suivant l'axe fixe est également déterminée: Wel Wonl donc des valeW* 
réellement déterminées. Seulement, les écfuntioiis de l'équilibre du solâ''^ 
sont impuissantes A les faire connaître, et il faut recourir pour les irouv*' 
A des considérations tirées de In nature physique du solide cl des |wti ' 
cItangcracnU de forme qu'il éprouve toujours sous l'inHuenec descffor-** 
qu'il supporte. 

9S, Equilibre tl'vii solide qui s'appuie roitlre un plan fixe. — Suit S u ^ 
solide ijiii s'nppiiie par un certain nombre de points A, A', .... contre tu' 
I pliin n\r qui ne produit auruu rrollcment. Prcnou:^ 

ce plan par plan XY, l'axe des : positifs dirigé du 
I côté où se trouve le solide. Los réactions dn plan 
L normales îi ce plan, sont parallèles 
I cnlr'elles et appliquées aux points A, A',....; elles 
I donnent une résultante Z| parallèle à OZ, et renco»- 
' traot le plan XY en Uii point R, dont les coordonnées 
sont (xi, y,). i\ous pouvons donc regarder le solide rommc libre en 
joignant aux forces P qui le sollicitent, les réactions du plan d'appui on 
simplement leur résultante Z,. Nous aurons donc, en appliquant les 
équations d'équilibre d'un solide libre, 

o, 2Z + Z, =0, 2(?/Z — :Y) + y,Z. =o, 
rZ) - x,Z, = o, S (xY — !,\) = o, 




l{z\- 



le signes s'étendaut, comme prcccdemmenl, à toutes les forces molrices P. 

Les deux premières ci la sixième équation sont les seules qui ne 
renferment qiic des données ; elles expriment les conditions d'équilibre : 
il faut que tes sommeg des composantes des forces appliquées au solide, 

'^lUlMient d deux axes rectangulaires dam le plan fixe, ri la somme 




M Itan «lomenlfi por ruppnrt i 
Lfl Irnisirine cqiiatinn (6) dor 



iti/ ti re plan, soimt iniHi's 



-1'/., 



et hil connaître la r^sitllnnte des réactions du plan contre le xnlidc, donc 
aussi JR pression totale 2Z qiic le solide exerce sur le plan : elle est igale 
à la somme (tes composantes des forces P normalement au plan d'appui. 
Mais ccimme le pinn ne peut réagir que vers l'extérieur, puisque nous 
8up|«sons le solide simplement appuyé contre lui, les réactions appH- 
quteen A, A',... et par suite leur résultante Zi sont nécessairement 
'iirigccs dans le sens de l'anc des z positirs, done 2Z doit nécessaire- 

Iimt «re négatif, ce qui est une nouvelle condition nécessaire pour 
Vilibrc. 
Ealîn, la quatrième et In cinquième équation (6) dcicrmiiient x,, >/,, 
Ifont connaître le puint d'application de la résultante Z|. On a 
ti1( 
Hcfl 



2(ïX — iZ) 



!/■ = 



2(yZ-îX) 



Irn résnite une nouvelle condition de l'équilibre. Comme le point 
îippliealîon de la résultante de deux forces parallèles de même sens 
^Mcflmprîsentrc les points d'application de ces foiTes (77), on voit faci- 
]tmm que si l'on compose successivement les réactions appliquées 
nn A, A',..., le point d'application de la résultante Z| sera nécessairement 
nimpris dans rinicriour du polygone convexe comprenant tous les points 
K,k\... Il faut donc encore que les valeurs de X|, yi déterminées ci-dessus 
forrapondent à an point compris dans riittériettr du polygone dont il 
l'ijil, sinon l'équilibre est impossible. 

En joignant cette condition aux précédentes, on aura toutes les condi- 
(ioas nécessaires et sullîsantes de l'équilibre du solide appuyé contre un 
plun résistant. 

Les équations ci-dessus ne font conniùlre que la pression totale — Z| 
du solide contra le plan : proposons- nous de déterminer les pressions 
individuelles qui corresponilenl respeclivemcnt h cliarun des points 
d'RppiJÎ A, A',... Nommons w In rénclion du plan fixe en A, (x, y) 
les coordonnées de ce point; soieni (w', x', y') les mêmes quantités par 
le point A', etc. La rénclion totale Z, étant la résultante des réactions 
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ij, ar',.. ,, In iht'oHc des forces pnrailêlcs fournit ies dqunlions suivnntea : 

J wj- -t- ot'i' -t- Dr"x" ->-■■= Z,ii = 2 (aX — xZ), 
f Tc„ + z.y + i:r"j," + .. . = Z,y, = - 2 (yZ - :Y). 
Les seules inconnues dnns ces (iqumiaiis sont is, ar',.. ; on les ( 
minera donc en résolvant ce système d'équations du premier degn^, et 
l'on connnitrn ainsi les pressions que le solide produit respeelivemenl 
en A, en A',..., puisque ces pressions sont égales ut opposées ruk réac- 
tions w, -m',... Comme nous n'avons que trois équations, si le nombre 
des points d'appui est plus grand que trois, les pressions m, m',... seront 
indéterminées. En réalité, dans le cas de solides naturels, toutes ces 
pressions individuelles seront nécessairement détcriflinées, mais tes con- 
ditions de l'équilibre du solide sont insuflîsantcs pour nous les faire 
connaître : il faudrait recourir l'i la considération des petites déformations 
que lo solide éprouve toujours sous l'influence des forces et des réactions 
du plan. L'iudéterminnliou apparente qui se présente ici est tout-b-faii 
de même nature que celle dont nous avons parlé, a propos d'un solide 
lixé pur deux de ses points. 



Exercices. 



M. Une sphère pi>5ant<> dont le centre de grtvité eomcide ivcc le centre d« fi 



B'ippuii? sur d«ux plaus incliaés se coiipint minât utic Lor. 
pressions de la splicre sur ces deux pUns. 

A, P \e poid.s (le lu sphère; a, a' les incliimisons des pUi 
harïionla]; s, a' leurs réactions respectives. On a 



onlale. Déterminer l« 



iu(a- 



in(»- 



«. Une barre AB s'nppuie sur une liorizonlale OX et s 
lement; une Torce P, verticale de haut en bas, aRit a 
meonnuc F, appliquée en un point donné D de AB cl dii 
deux lignes d'appui, mainlicnt l'équilibre ; quelle est 



ir une «erticalc OY, nns frol- 
I mitiEU C de AB ; une force 
igëe vers l'intersection O dn 
l'intensité de cette Force F cl 






itles 



a' de la verticale ol de l'horizontale sur AB. 



a.As=%i,G 



'Inellni 






■ngleDOXn 
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I M. Va système forme île dcu?i tiges AB, BC usscuiblévs » 

Dbîle dans le plnn vt^rlicat autour ilu sommet it. Des Icirv 

ièrllcsleï P, P* saut Rppliquées ajx milieux de AD, DC,rtiii 

V donnée Q ugit Terlicolemcat à rcxlrémitc C. Détermin 

■ {Mnitiun il'éijuiliiirp. 

I K. Soient AD = 2n, UC = 2b j X, Y le< rcnelions horiionto 
It verticale du point fixe B; l'inclinaison du eàli I)C sur l'hi 

= P + P' + Q, IgQ "^^ 




Pa 
rM. Vae barre droite AD s'appuie en A contre une coulisse verticale OZ, en A' sur une 
ville horizontale. Une Tarcc verticale P agit au milieu de AD. Dctermiuor In position 
4'jqailibre, les réactions de la coulisse cl de la cheville. 

Jt. AD =E zn, « l'nngle BAZ que Tait la barre avec la coulisse, dans le cas d'équilibre; 
6 la distance de la cheville A' ii Ib coulisse; a, s' les réactions, rcspcctivemeut nor- 
ia coulisse et i la barre, de b coulisse et de lu clievillc. Oa a 



-& 



o = P eot s 



-&■ 



v tnv, 



WM, Deux glissières A6, AD' Tonl avec l'horiiontole des auRles a, a' 

milieu est soumis ii l'action d'une force P verticale de bout en bas, s'appuie sur 
X glissières anus frottement. Déterminer la posilion d'éipiilibre de celle horre. 
Mi que les pressions qu'elle exerce sur les glissières. 
:. Soient MH' ^ 2a, fi l'inclinaison cherchée tie NM' sur l'Iiorizuiilale ; a, a' les 
normales tirs glissières sur la barre. On a 



tgO = 



n(«' 



-) 



I'.s 



"') 



nu 



e demi-sphère bnmogène et pesante est posée sur un plan borizonla 
froUemenl. L'n poids vertical Q est pendu à la circonférence de sa hase. Dêtermi 
position d'équilihre de la demi-sphère. 
A. On vem plus loin que le rcnlrc de greTitc G do la demi-spbère est sur sa 

iBdiUauec du centre O égult 




( - du rnyor 
crlicale, o 



Soient P le poids de la demi'Sphère, t 
'caction du plan d'appui. On a, dans 



(IHAriTRE XV. 

DE L'ÉQUILIBRE DES SYSTÈMES DE FIGURE VARIABLE. 

91. Lorsque les points d'un systûme matériel ne sonl plus liés I 
i-lflblcmcnl unir'eux, on peut encore délerniiner les conililioDS de son 
équilibre, sous l'action de forées données P, P'..., soit par l'emploi 
direct du principe des vitesses virtuelles, soit, plus facilement encore, 
par la méthode des réactions comme il suit : 

Le système se composera, en général, d'un certain nombre desystt^mes 
invariables ou de solides S, S',., reliés cntr'eux par des organes de figure 
variable. On considérera chaque solide S isolément, comme étant bq 
équilibre entre les forces P qui lui sont appliquées, d'une part, et les 
réactions inconnues m, cr',... qu'exercent sur lui ses liaisons avec les 
autres solides du système, ou les obstacles fines contre lesquels il est 
appuyé, d'autre part. On lui appliquera donc les six équations d'équilibre 
d'un solide entièrement libre, et l'on opérera ainsi pour tous les solides 
du système, On exprimera ensuite que les liaisons elles-mêmes, chacune 
suivant sa nature, sont en équilibre. Éliminant entre toutes les équa- 
tions ainsi obtenues les réactions inconnues des liaisons ou des obsta- 
cles fixes, on obtiendra entre les données de la question un certain 
nombre de relations qui exprimeront les conditions proprement dites de 
l'équilibre. Si ces eonditions sont vérifiées, les équations primitivement 
posées feront connaître les réactions inconnues. 
Pour bien comprendre cette méthode, considérons le problèmcsuivanl : 
I Deux sphères solides et 0' s'appuient l'une 
I contre l'autre et sur deux plans fixes qui se 
lupcnt suivant une droite horizontale : des 
I forces verlicnles connues P, P' sont appliquées 
nrs centres respectifs. Trouver les conditions 
(l'i-i|ui libre et les pressions. 

oient a, a' les inclinaisons des deux plaos 
' Ait, Alt' sur le plan horizontal; w, or' les réar- 
cc:< plans sur les sphères, m" la réaction mutuelle de 
e l'iiulrc. Comme on fait ubstraclion des rrotlcmenis, 
CCS réactions sont normales aux surfaces en contact. Ainsi, les résc- 
iions w, ro" sont normales en C. C" il la «phûre O, et on ne trouble pas 




BUK 



[uilibrc en les transportant nu centre 0. De même, les réactions m', n/ 

lui normales en C, C" à la sphère 0' et peuvent éirc supposées Hgir 

en 0'. Il faut et il sulGi donc que les forces P, -m, sr" se fasseni équilibre 

autour du point 0; Jcs forces P', to', nr" autour du point 0'. Pour 

, les trois premières forces doivent être dans un raéme plan (SO), 

trois dernières également, et comme P, P' sont parallèles et les 

ictioos w" qui s'exercent en C" opposées l'une â l'autre, il est 

clair que le plan vertical passant par les centres O el 0' devra passer par 

lespointA C, C, C"; il sera normal aux plans d'appui cl, par suite, à leur 

iotcrscclion. De là cette première condition d'équilibre : Lts centres des 

deux sphères doivent se trouver dans un plan verticut normal à l'inler- 

stetion des plans d'appui; la Bgure est alors une coupe faite par le plao 

vertical en question. Soit Q l'angle (juc fait la ligne 00' avec la direction 

forces P, P' lorsque l'équilibre a lieu. 

L'ëquilibre des forces P, sr, m" autour du point donne les équii- 

ins («8) 

P _ °^ _ w" 
sin(6 — en) sinO sina 
LVëqui libre du point 0' donne de même 



a) = 



n(QH 



= P'sina 



1 par l'éliminnlion de m", 

a sin (9 ■+- a') — P' sin a' sin (9 — a) = 0, 
(P + P'}sino: sin a' P -i- P' 



i«e=-p 



p sin a cos a' — P' sin a' cos a P' cot a — P cot a' 
I L'anfjlc étant connu, on peut construire le polygone ACOO'C, dont 
lail l'angle en A, les côtés CO, CO', 00', et les angles COO' = 
^ISO'H-a — 0, C'0'0 = 6 -*-«'. On a donc la ûgure d'équilibre du 
^stômc proposé. Les pressions des sphères sur les plans et l'une contre 
l'autre sont ensuite données par les équations 

PsinS , P'sin6 „ Psina 



sin (9 — a)' sin(Q-+-a')' sin (6 — a) 

, Dans cet exemple, la liaison entre les deux solides O et 0' était 
tiblie par le contact de deux surfaces rigides dépourvues de frottement : 
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Iciir^ l'i'iidiuns ùUiicnl donc niinnalcs aux surfHCCs en coiitiici, ri de pluf, 
il'nprcs le troisième principe <Ic la méconiquc, cgnica cl directe ment 
oppoïi^cs. C'est pnr colle considération que les rdnclions provenant des 
liaisons se sont réduites h Irais forces inconnues i?, w\ su", et qn'il a élé 
{Missiblo de résnndrc le problème par les équations du N* 70. Outre ce 
mode de liaison entre les divers solides d'un système (rcpn'sentc dans les 
npplicalîons par les cnj^rcna^cs, les galets, etc.), il en existe beaucoup 
d'auircs, parmi lesquels nous Imiterons seulement des liges rigtda 
articulées et des /î'j /lexiVrs et inextensibles. ExamJnuns les conditions 
d'équilibre de ces sortes de liens, 

1° Deux solides S, S' sont lies entr'enx pur une barre ou droite rigide 
AA', fixée pnr ses extrémités A et A' à ces deux solides respectivement, cl 
pouvant tourner librement autour de ces points d'nitacbe sans aucun 
rrottcmcnt. L'équilibre de la tige AA' exige, comme condition nécessaire 
et suffisante (79), que les Torces totales qui agissent à ses extrémités A, A' 
soient égales, directement opposées, dirigées suivant la droite AA', si 
l'un suppose d'ailleurs qu'aucune Torce n'agisse entre A et A'. Ces forces 
sont les pressions des solides S, S' sur la lige, pressions qui sont rcspco 
tivement égales el contraires aux réactions de la tige contre les deux 
solides. La lige AA' produit donc en A et A' sur les solides S ei S' qu'elle 
réunit, des réactions a, or' égaies, dirigées suivant In droite AA', et de 
;. Ces réactions peuvent être d'nilleurs des forces de traetùm, 
tendant à rapprocher S et S' l'un de l'autre, ou de preuioH, tendant 1 
les écarter. On joindra ces réactions inconnues zs, w' aux forces motrices 
P qui sollicitent les solides S, S', on supposera ceui-ci libres, et l'on 
écrira les équations de l'équilibre de chacun d'euii. 

2" Nous appelons/!'/, cordon, un lien doni la section transversale e« 
m>gligcable, parfaitement flexible et iocxrensible, de sorte que la longueur 
de l'arc formé par le (il entre deux de ses points donnés soit invariable. 
Pour que ce lien soit en équilibre sons l'action de deux forces sculetneni, 
P, P', agissant ii ses extrémités A et A', il faut d'abui-d, comme pour un 
lien rigide, que ces forces soient égales et direciement opposées : en clUel, 
la rondilion d'équilibre de deux forces sur un solide libre a été lir^ de 
la considération des mouvements virtuels du solide, et il est clair que les 
mêmes mouvements virtuels peuvent être attribués ii un (il Ilcxible; 
les mêmes condilions d'éipiilibre sont donc necMsaireg. On iXTordcre 
ensuite facilcmcnl rpic cette condition nécessaire est aussi suflisanic, 
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5i 1c Gl est tcntlu en ligoc droilo cl les foives P, P' dirigées de mitiiiùri; k 
inainlcntr le lit tendu. Ce point itdmis, soit M un point «[uelcouquc du 
lil AA' en équilibre; la l'étiction qu'cxeive siti- In portion AM du (il, 
l'aulrc portion A'M, doil être, d'oprès la feinnit]Mc précédente, dirijçée 
dans le sens MA' et égale à lu Turce P appliquée en A, piiisi[iic le lil AM 
est en équilibre. Lu réuclion du brin AM sur le brin MA' csi d'ailleiii'n 
égale cl dircctemenl opposée a la précédi^nle, donc ■ 
dirigée de M vers A cl égale ii P m: ù P', Ces rcar- 
tions ([ui s'exercent en chtirun des points du fd en équilibre entre 
les deu\ brins du fil qui aboutissent à ce point, constituent ce qu'on 
DODime In tension T du Gl. La tension est donc eonstanle dans toute 
In longueur du fil AA' et égale à l'une des forces qui se Tont équilibre ù 
stis extrémités. 

Si donc deux solides S, S' sont reliés par un ftl Hcxiblc et inextensible 
AA', l'équilibre du cordon exigera que les efforts exercés par les solides 
en A et en A' soient égaux, dirigés en sens contraire suivant la droite AA', 
fl de façon ^ tendre le fil ; dune, réciproquement, le lil produira sur les 
Mides S, S', en A et A' respectivement, deux forces de traction dirigées 
Bivant AA' en sens contraire l'une de l'autre. Ces rénelions seront 
ionnucs en intensité, mais connues en direction et égales entr'cllcs, 
I les joignant aux autres forces qui sollicilenl les solides S, S', on 
■gardera ceux-ci comme libres et on leur appliquera la méthode exposée 
* R3. Les équations qui déterminent les réactions inconnues feront 
iBBnaitrc la tension T du fil. Il faudra, en pratique, satisfaire encore k 
mdilinn, que le cordon soit capable de résister à la rupture que 
a tension tend ù produire : dans la mécnnique pure, on regarde sa 
Siîslance comme indéfinie. 

. Éffuilibre du polygone funiculaire, — .Appliquons ces principes à 
iquilibrc d'un système de figure var 
te, dans lequel les solides S, S'... se i 
réduisent ii des points matériels auxquels 
sont appliquées des forces données, et 
<]ui sont réunis deux-à-dcux par des fils 
flexibles et inextensibles. Un tel système 
«'appelle un polygone funiculaire ; les I 
points d'application des forces en s 
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.... P. les Torccs donni^i^s qui leur sont respectivement npptii|il<}es. Les 
eorilons cxlrt'mcs AiTo, A,T., atlaelii^§ nu premier et on dernier «oaimei, 
devront pour équilibre être sollieitds pur des Torccs dëtcrminées To, T,, 
légales aux tensions rcspeclïves de ces cordons, et que nous rc{;^ ''''"''""' 
d'abord comme des forces ilonnées. 

Soient A un sommet quelconque; T, T' les tensious des fits qui y 
aboutissent; le point A, rcjiiinlé comme libre, devra âtre en équilibre entre 
U force P qui ogit en ce point et les rëuctions T, T' des fils adjacents. 
Cet équilibre s't^Aprimera , comme on sait, par trois équations (60) ; les n 
sommets donneroni donc jn équations, renfermant les composantes des 
forces P, T, T'... Mais les n— i tensions T,, T,,.. T,_, dos n— i 
cordons A|At, A,A|,..., A(_iAh n'étant iissujctlics a priori h aucune 
condition de grandeur et de direction, leurs 3» — 3 composantes reclan- 
gidaîres figureront comme des inconnues dans le systiimc d'équations 
dont it s'agit. Si on les élimine, on obtient seulement Iroù étjualiofU 
auxquelles devront satisfaire les forces données 
To, P,,P„ ...,P., T., 

l>our que l'équilibre soit possible, les 3» éqnntions primitives fcronL 
ensuite connaître la direction k donner à chacun des cdtés du poly);anCf 
cl la tension qu'il aura dans l'étal d'équilibre. Si l'une des forces 
ci-dessus, par exemple T., n'est pas donnée, on pourra la déterminer dt? 
manière à satisfaire aux trois équations de condition, et il existera 
ce cas une figure d'équilibre du polygone. 

9ft. Il est facile de trouver directement ces trois équations auxquelles 
doivent saiisfaire les forces To, P|, Pt,.. P., T. pour que l'équilibre sok 
possible. En elTcl, le polyjjonc funiculaire tout entier, rendu solide par 
la pensée, doit vérifier les conditions d'équilibre d'un solide entièrement 
libre, puisque, comme on l'a déjà vu plus haut, on peut lui attribuer 
les mêmes déplacements virtuels qu'à un solide. Les relations £\ = 0| 
2Y = o, 2Z = o du N" 70 doivent être vérîfifîea, e'esl-ii-dire que le» forcée 
To.Pt, P.,... P., Tti'rattiiporléeiijmraUèUmentà elles-mêmes en an même 
}minl, doivent t'y faire équilibre. C'est précisément Ih ce qu'expriment 
les équations dont il s'agit. 

La même remarque permet de déterminer directement en grandeur et 
en direction, par une constructioa Uv^s-simple, In tension d'un cordoa 
quelconque. Considérons tue portion A< A(... A, du polygone, et dur- 



lia ti?nsioii T. ilii curclonsiiivuiit. Ln ])OrLioii U<i polvjjoiic A, A^... A| 
] (-([uililirc onlrc les forces 1 



i To, P,, i',, 



, P,. (]ui lui 



mt nppli- 




'luéc-s, et lu réuction T, du cortloD qui joint le sommet A, nti suivRiil. 
Donc, si nou« raisonnons comme ci-deMsuii, nous verrons ([uc les Torces 
■^Tg, P,, P„ „., P„ T, transportées en uii même point 0, s'y font éi\\3i- 
^Hlibrc, de sorte ijuc chacune d'elles est égale et (liiTetemenl oiiposée h la 
^H'Tésullante de toutes les autres. Donc la teimion T. 
^H d'un corHuH quelconque est donnée, en grandeur 1 
^H* tl m direclion, par la résultante des (on 
^■'TtiPi, Pi, ..., P, appliquées au polygone depuis 
^Hvnc lie ee» exirémilfs jusqu'au aoiiimvt oit com- 
^^mfnfnee ee cordon. Cette constpuclinn détermine en même temps la iljrec- 
^l^liiiii ilu cordon iiuquel se rapporte la tension T. : il est dune facile d'en 
'li'diiirc In construelîon de la figure du polygone en équilibre. 

Le plus souvent, nu lieu d'iili-c sollicités par des forées données To et T., 
les cordons extrêmes du polygone sont attuchés ii deux points fixes M, M. 
B raisonnements précédents subsistent, mais Tu, T. y désignent alors les 
Isciions des points d'attaclie M et N sur ecs derniers cordons, réactions 
i sont toujours égales aux tensions de ceux-ci. Le prublcnie est plus 
"■'►mpliqtié, k cause de l'ignorance où l'on est des valeurs de To, T, ; nous 
" cn considérerons ici que le eus particulier le plus important. 
^^H 9T. Supposons les points H, N fixes cl les forces P, qui agissent aux 
^^Blmncts du polygone, jinrallèlcs cntr'elles; ndmettons, pour fixer 
^^W> idées, qu'elles soient verlicalts. L'cquilibre de chaque sommet A 
^xigcnnl que la force P qui lui est appliquée et les cordons qui y abou- 
tissent soient dans un même plan, ec plan contiendra la force P' panillèlc 
I *■ P et nppliquéc au sommet suivant; le etïté suivant du polygone sera 
c encore dans ec même plan, et ainsi de suile. On voit pur lii que 
•olygtmt funiculaire en équilibre sera tout cnliiT 
a le plan vertical jiaisant jtar les points d'ail wlie 
■S. 
Atlmctlon*, île plus, r|ii'un cùté soit liorîïoul.il 
«il son milieu en Ao, sa tension égale a T„ ; n|i|ili- 
luni les principes exposes plus haut -a la portion 
^ pttlj^oiio située à droite du point A». >'i>uimous 
I A,,... A. les n sommets ilii polygoue i-ijfu|iris diin.j 
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mcu, Tj la Icnsion liu cortion siiivaiil; ç, son inclinaison sur l'homon- 
talcAoX. LcsTorces To, P|, P,,... P^, T,sc (iiisnnl équilibre sur le poly- 
gone An Ai Al... A^, les sammcs de leurs composnnies horizunlales et de 
leurs composnnies verlicales sont nulles ; tlnnc 

— Tu -t- T; cos (p( = o, — (P, -+- P, -t- ■■ -4- P,) + T,- sin ■r^, =- o, 
d'où 

T, eos 9, = Td, T, sin -f , = P, + p, -+- .. -t- P.. 

La covipoisanle horizontale de la Unsion d'un cordon quelconque t»l 
constante et égale à la tension du cordon horizontal. Su composante 
verticale est égale à la nomme des forces P„Pt, ..,P, appliquées au 
polygone depuis le milieu du eùtè horiiunlal jusqu'au sommet oit com- 
tnence le cordon considéré. 

L'inclinaison du c&lé du polygone sur rhorizonlalc AnX se (ire de 
l'ëq nation 

P. -t- P, -1 i-P, 

Soient Ai, hj, ..., hi les projections tiorizoïilulcs des c^tés A(At> A«As,...i 
A,N (Eu polygone; ces projections sont ordinairement données. Soient 
ki, k,,... k, les pi'ojpclions verlicnles des luÈmes côtés. On nurii, ei» 
géncea], 

P, -hP*-. h-P,. 



ig ?. = ' 



d'o 



Jt,= 



To 



Soient encore x„ j, les coordonnées du somtncl A, n 
zonlalc AdX et ii la verticale AnY ; on a donc 

I, ^= AoAi -»- Ai ■+- Aj + ■■ H- A,_i, y, =^ k, -+- k. 



ou 



■[PiAn-(Pi-t-P,)A, 



^ (Pi + P. 



ipporiécs à l'hori- 
-*-■■ + k.-i, 

-.-P.-.)*-.]- 



La tension Tu du cA(é fiorîzunLal est encore inconnue, mais l'équation 
précédente conduit à su détermination, car si on l'applique au calcul de 
l'ortlunnée /'du point i>', extrémité du dernier ciilé du polygone, ce qui 
suppose que l'on fasse i = n -4- i, il liendra 



y^=-[P.A,H.(Pi-vP,)A, 



- (P. -*■ P, 
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d'où 

P.Ai -f- (Pi h- p.) a» h H (Pi -4- P. H 1- P,) A» 

T. = j 

La hauteur /*du point d'attache N au-dessus de la droite AX est géné- 
ralement donnée ; c'est ce que l'on nomme la flèche. Toutes les quantités 
qui figurent dans le second membre sont dune connues et To est ainsi 
connu. Les relations ci-dessus fournissent alors les valeurs de 9^^ T^, j;,, y^^ 
et permettent de construire la portion AoN du polygone en équilibre ; la 
partie AoM du polygone, à gauche du côté horizontal, se construirait de 
même. S'il n'y avait pas de côté horizontal, il suffirait de réduire la 
distance AoA, à zéro et de raisonner de la même manière. 

Dans le cas le plus important, celui des ponts suspendus^ les projec- 
^ons Ai, Al, ..., A» sont égales à une même longueur A; les forces P|» 
^s..., sont égales à une même force P. On a donc, d'abord, pour la ten- 
sion du côté horizontal, 

^ PA, , n(n 4- i)PA 

/ ^ f 

Cl par suite 

II,. = —-(1 -♦-2 -♦-••• -4-» — 1)=-^ • 7=r = — 7 \h 

<^c cjui est l'expression très-simple de l'ordonnée du sommet A,; son 
abcisse x, a pour valeur, à cause de AoAi= -> 



x, = ^^[i^i)h = (i — ^^h. 



Ëi^fin, on obtient facilement l'équation de la courbe qui passe par tous 
les sommets du polygone, car on tire de la valeur de Xi 



I Xi 

2 A 



d'où, portant cette valeur de i dans l'expression de y., 

^ f fXj i\/g. i\ f /^__i\ 

On voit donc que la courbe qui a pour équation 



^ »(n-*-i)^A* 4/ 



jouit île la propriété énontét : c'est une piirabolc h ji\c lerUcnl. F,i 

1h Icnsion cl l'jiiclinnisun d'un cdlé quelionque A, A^ ^ , sont dunnécï f»^ 



■■-v^ 



1)". "g<P(= 



2if 




,.(„ + .) A 

98. II iii'i'ivi? i|iii; ]cs fui'crs P, nu lieu dVirc applii|iiécs en des poin 
déterminés A|, Aj,... d'un fil inextensible, ngisscnt sur des points q« 
pciivcnl gliwcr lilircmcnl le long du fil, eonime, par c:iemplc, au* 
des anneaux mobiles sans rruitenicnl. Il est faeile d* 
s'iissurer que les eondiiions d'équilibre trouvées poui 
le polygone funiculaire doivent subsister, mais il >' 
iiiii'n, pour chaque l'orce P, une condition de plu^ 
l'é^Mlliiutde la mobilité de son point d'npjilienlion A sur 
le ni. Donnons un mouvement virtuel au point A, dans 
lei]ucl les deux points voisins A', A" du fil restent immobiles; le pointA 
se raeul donc, la somme AA' ■*■ AA" restant runstantc, sur In surface 
d'un ellipsoïde de résolution dont A', A" sont les fntcrs; pour que 
1g travail virtuel de la force P soit nul, il faut que la force soit normale 
à celte surfaec, ou que sa direction divise en deux parties égales Tniigtc 
A'AA" compris entre les deux brios de lu eorde qui aboutissent en A. 
Les angles PAA', PAA" étant égaux, les réactions de ecs brins sont égnlo»; 
la tension du fil est donc la même de part et d'autre du point A. 

90. \i)us prenons maintenant un exemple dos systèmes formés de lîgc« 
rigides AA', A'A", ..,, réunies par leur exlrémîK^s autouf desquelles 
elles peuvent d'ailleurs jouer librement. Soient AA' l'une quelconque de 
ces barres; P, P',.. les forces qui lui sonl appliquées; w, w' les réaclioiK 
des liges voisines, agissant respeclivement en A, A' cl d'oilicurs inconnue» 
de grandeur et de direction. L'équilibre de la bnrre AA' entre lus 
, o, m' s'evprimcri) en général pur six équations, et 
cliai'unc des barres donnera lieu u un semblable syslème, 
mai-* on devra observer que les réactions réciproques de 
deux barres contigues sont toujours égales et up|Ki»écs. 
l'hcmple : Qualre liarrtit rigidex d'égale longnevr sa 
I /(iniifiil un polygone artieuii plan ri vr.rlîcal \BC.R'\\ 
appinjunl Kua exlriniitrs fixt» A, A' xur viiv tignfi bort- 
zonlale AX ; les inilieiix lUn riilrs wnl sollirités par des forrct verticaU* 
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égales P ; la verticale du point C doit tomber au milieu de AÂ' = 2b. 
On demande la figure d'équilibre et les pressions. 

Tout étant symétrique de part et d'autre de la verticale CE, soient a, |3 
les inclinaisons de ÂB, BC sur AX ; U, V les composantes horizontale et 
Tcrticaic de la réaction du point fixe A sur la tige AB; X, Y les compo- 
santes de la réaction de BC sur AB. Toutes les forces agissant dans un 
même plan, l'équilibre de la barre AB donne d'abord les équations (7S) 

U-*-X = o, Vh-Y — P = o, 
d'où 

(a) X = — U, Y = P — V. 

Puis, le milieu de AB et le point B ayant respectivement pour coor- 
données a cos (X, a sin a ; 2a cos a, 2a sin a, l'équation des moments (7S) 
par rapport au point A donnera 

— Po cos a -4- Y • 2a cos a — X • 2a sin a = o, 

ou, réduisant et remplaçant X, Y par leurs valeurs ci-dessus^ 

(P — 2V) cos a -♦- 2U sin a = o, 

d'où 

((3) Utga = V — -P. 

Les conditions d'équilibre de la droite BC, si l'on observe que la 
réaction de CB', appliquée en C, doit être horizontale à cause de la 
symétrie et si on la représente par Xi^ donneront les équations 

— X -♦- Xi = o, — Y — P «=3 o, — Pa cos |3 — 2X10 sin (3 = 0, 

la dernière étant obtenue en prenant les moments par rapport au point B. 
De là et des relations (a) 

X, = X = — U, Y = — P = P — V, ou V = 2P, 

et enGn 

p 

P cos (3 == 2U sin (3 ou (y) Utg(3 = -« 

L^équation (|3) devient, par la substitution de la valeur de V, 

Utga = |p, 

cl si Ton élimine U entre cette équation et (y), on obtient 

tga = 3tg(3. 
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égalité qui exprime la condilion d'équilibre. On a d'ailleurs, entre a et P) 

la relation 

20 (cos a -♦- cos (3) = 6 

qui exprime que la projection horizontale de AB -♦- BC est égale à AK- 
Cette équation et la précédente déterminent a et P; la pression sur ^^ 
point A se tire des équations 

U=-cot(3, V==2P, 
2 

et les pressions X, Y, Xt sont également données par les rclatîo*^^ 
ci-dessus. 

Des questions de ce genre peuvent se rencontrer dans la constnictî^^ ^ 
des charpentes^ où Ton doit chercher à rendre la stabilité du systè 
indépendante de la résistance des assemblages, en faisant en sorte que 
système satisfasse de lui-même aux conditions d'équilibre. 

Exercices, 

i . Deux barres AC, BC aux milieux desquelles agissent des forces verticales P, 
s*appuient par leurs extrémités inférieures A, B sur un même plan horizontal 
pouvoir glisser. Leurs extrémités supérieures s*appuient Tune contre Pautre, en C, ] 
des facettes verticales. Trouver Pinclinaison des barres dans le cas d*équtlîbre. 

R. Soient a, /S les angles BâC, ABC. On doit avoir 

tg/3 P'' 

t. Deux cylindres circulaires solides sont serrés Tun contre Tantre par un iil in 
tensible contenu dans un plan normal aux génératrices. Quel est le rapport 
la tension T du fil & la réaction réciproque u des cylindres. 

R, Soient r, r' les rayons des cylindres; 

T : ti = r -4- r* : 4 {/rt^, 

S. Un système articulé de Hart (Ex. i% p. 68) ABCD est fixé par un point du 
AB; le côté DC est sollicité par deux forces P, Q, appliquées respectivement en D, C 
dirigées vers les points B, A. Déterminer les conditions d'équilibre du système et 
réactions mutuelles des liges. 

R, Soient OA = a, 0B = 6; a, ^ les angles BAC, DAC. Il faut, pour que l'équili 
ait lieU; que l'on ait 

P_a 

Q-r 

Ensuite, la figure du système en équilibre est déterminée par la relation 

tga_a-*-6 



e 
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Soient enfin o, rs' les réactions des côlés fiC« AD sur AB; cr", vs'" les réactions des 
côtés A.D, BC sur D€; OX parallèle à AC, OY perpendiculaire. On a 

«- ••' — —" -.ftf -^ " "T-Sl 

XSg — TS ^ — XS- = tT_ ^ 



wy=— n;=w;' = -n;"=:-i-^tg^. 



_ P-4-Q 

2 



4. Quatre barres forment un quadrilatère gauche articulé AfiCD ; aux sommets A, B, 
C, D agissent respectivement des forces P, Q, R, S. Conditions d'équilibre et réactions 
des barres. 

A. i* Chaque force doit être dans le plan de Tangle au sonunet duquel elle agit. 
2*00 doit avoir entre les directions des forces la relation 



sin 
sin 



<P, AB) sin (Q, BC) sin (R, CD) sin (S, DA) __ 
(P, AD) sin (Q, BA) sin (R, CB) sin (S, DC) "" ' 



les directions des i forces sont i génératrices d*un même système d*un hypcrboloîdc 
à une nappe, dont les diagonales AC, BD forment deux génératrices de Tautrc système. 
Pf Q coupant BD, AC en a, 6, on a 

P : Q = BD . Aa . C6 : AC • B6. Da. 

De même pour les autres forces. 

S. Des droites rigides réunies par leurs sommets forment un polygone articulé plan 
et fermé; chaque côté est sollicité par une force normale, appliquée au milieu de sa 
longueur et proportionnelle à celle-ci. Condition d*équilibre. 

il. En appliquant à trois tiges consécutives la méthode des réactions, on trouve que 
lorsque Téquilibre a lieu 1« tous les sommets sont sur une circonférence C ; 2* les 
réactions réciproques des tiges sont égales ; 3« chacune de ces réactions est au rayon 
de C, comme la force appliquée à une tige est à sa longueur. 



CHAPITRE XVI. 

APPLICATION DES LOIS DE LA STATIQUE A LA PESANTEUR. 
THÉORIE DES CENTRES DE GRAVITÉ. 

100. L'une des forces naturelles les plus importantes à considérer 
est la pesanteur ou gravité, qui s'exerce sur tous les corps placés à la 
surface de la terre d'une manière constante. On appelle ainsi la force 
qui détermine le mouvement de chute des corps abandonnés à eux- 



i- Il conslnu^ l'es loU 



1' La pcsni 
soient leurs 



miïmcs, au-dessus ilc h\ siiiline (tu glolic. Le 
suivnnles : 

.1 sur tous les corps indiâlinctcmcnl, ijuels qiir 
leurs formes, leur neture, cl sur eliaeuiic cirs 
pnriics dans lesquelles on les divise, si petites qu'elles soient : d'où l'on 
conclut nnturellcmeni que cette force agit sur les derniers ^I^ments, sur 
tous les points mnténcls qui composent les corps. 

"i* Le mouvement que la pesunlcur imprime fi un rorps, à un point 
matériel, pnrfniicment dégngi^ de loute action t^lrRUg^rc, est recliligw r( 
uniformément varié. On en conclut (5S) que la pesanteur est une force 
ronstnnlc. Sn direction, celle de In droite qu'elle rcrnil parcourir à un 
point matériel tombant libromenl, est normale ii In surface des eaux 
tranquilles : c'est ce que l'on nomme la verticale. Le sens de son atrlton 
est de haut en bas. On vérifie d'ailleurs facilement, en retenant un corps 
par un fil qui l'crapiVlie de tomber, qucl'nctiondc la pesanteur est encore 
constante en grandeur et en direction pendant le repos comme pendant le 
mouvement du rurps. 

3° Si l'on compare les mouvements que prennent les difTiIrents corps 
sous l'inllucnce de la pesanteur, en dcartani toujours autant que |>ossible 
toute nclioii étrangère, un trouve que Vaccéléralion du mouvement dû k 
la pesanteur a la même valeur pour tous les coiys en un mérae lieu, cl 
par suite, pour tous les points matériels quels qu'ils soient. Cette valeur 
h Paris, a él& trouvée égale A 9" 80S96, c'esl-h-dirc que ce nombre mesure 
la vitesse acquise nu bout d'une seconde par un cor|is tombant libre- 
ment. On désigne liabitucllemcnt par j cette accélération, en sorte que 
g = 9,80896. 

II suit de Ih et de la définition de In masse (SJ) que, si p désigne rin" 
tensiléilc rnclion de In pesanteur sur un point miilcrici de mnsse m, nn t 

V = '"ff. 
donc la force 1/ lie la pesanleur exerce s«r un jmiiil matériel e»l mrturi* 
par le produit de la masse de cepoitttcldu nombre constant ij. EWc e»' 
donc proportionnelle îi la masse. 

4° D'après ce qui invcède, les forces qui sollicitent lus difTérentï points 

matériels d'un corps en venu de la pesanteur peuvent être considérât!» 

comme sensiblement parallèles cntr'clles. Si le corps est un 

L jl rt'sulic de la théorie des forces parallèles 1 



Bhntit (ïS-70) que CCS forces tloiincnl une rcsnltnnic unique, égale 
ï Ictii' somme, dirlfiéc comnie cites veriicalemcnl iJc hiiul en bas, ei 
passnnl toujours |iap un [loint déterminé G du corps, quelle que soit lit 
{lusilion de celui-ci pur rtipporl à In direction des forces. Cette rctultnnte 
renomme lo poiiU du corps; ce point G, centre des forces pn rail èl es 
ducs It 1(1 pcsnnlcur, csi lu centre de gravité du solide. On le délerniinc 
expérimentnlcmcnl en suspendant successivemenl le corps dans deux 
ositions dilTérenles par un fil Irès-détic. 

" Les lois qui précèdent ne sont exodes qu'iipproximalivement : si 
n se dépliice de qunntilés ronsidci-iiblvs, soil sur la direction verticale, 
pilk \a surface de lu terre sur un même méridien, un rcconnail des 
irîations sensibles dans In lUreelion el dans Viiitensité de la pesanteur. 
* vnriations, dont la cause et les lois sont assez bien connues, ne nous 
nipcront pas ici. 
I 191. La détermination analytique du centre de {çruvité d'un solide 
■■»*«ilte des formules du n" 76. Soient ;) l'action de la pesanteur sur un 
point (i, y, a) du corps. P le poids total du corps; x,, yt, «i les coor- 
données de son centre de gravité. Nous aurons, en vertu de la théorie 
fs forces parallèles, 
P=^lp, p3r, = ÏPaf, Pyi=2Py, Pî, =2P=, 
signes indiquant une sommation qui s'étend à totis les points matériels 
du corps. On peut transformer ces équations en introduisant les masses 
ail lieu des poids. Soient m la masse du point (x, y, z); M la masse du 
^orps ou la somme des masses de ses points; à cause de la relation 
I, on a évidemment 

P = 2.f»g ^ gli't = Mg, 

ft»orlc que lu poidu d'un corps quelconque eut le produit de sa maste par 
ï nombre constant g. Les équations qui donnent xj, y,, z, deviennent, 
P la suppression du facteur g dans les deux membres. 
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0) 



Hi, = 



'2.mx, My, = 2mi(, Ms.^jmz. 



wLcs notions de poids et de centre de gravité, d'après ec qui précède, 
p semblent convenir qu'à des corps solides ; cependant, on a souvent à 
terminer le poids et le centre de gravité d'un système matériel défor- 
■•lilc, U'I qu'une masse liquide. 11 est évident qu'il faut entendre par 
■ Uuc qiinnlité P et un point (it, i/i, ;i) déterminés par les formules 
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ri-dcssu8;oii, pnd'nutrcs lermps, le poîiU et Iccpniredegravil^dusnltH' 
(]u'on obLÎL'ndroit en suppnsnnt que tous les points de In mnsse propnsn 
soient unis invnnnlilement, sans que rien suit changé danN les pnsitian 
qu'il.<; occupent à l'instant que l'on coHsidère. 

10». Les èqiialion^ (i) anni, ihéopiquemeot, les vraies équations qu 
déterminent le eentre Je gravité d'un eorps et définissent ses propriétés 
mais elles ne conviennent pas au calcul efTectir de la masse N et de Ii 
position du pnint G, parec qite les poinLi matériels écliappent k no 
mesures directes ainsi que leurs masses, et les sommation» indiquées 
sont pas réalisables. C'esl pourquoi on les remplace pnr des intigrationt 
a l'aide d'un «rtiliec fort important dont nous verrons de nnmbreul 
exemples. Établissons quelques notions nécessaires. 

On dit qu'un corps est homogène lorsqu'il présente dans tous ses 
points une consiiiuiion physique identique; sa deiuiili est alors I^ 
rapport de la masse qu'il rcnTerme sous un volume quelconque i c« 
volume. Si donc p désigne ia densité du eorps, V son vnlnmfli 



M = 



Mm e, wm^ 
de Hciw* 



Dans les eorps liflèroghies, le rapport dé.signé pnr le nom de A 
varierait d'une portion du corps h une autre; on procède donc eonii" 
il suit : si l'on décompose le volume du eorps en éléments très-|>clfis, > 
rapport de lu masse d'une de ces parties ii son volume sera la rfnU* 
moyenne de l'élément, et l'on appelle densité du corps en un point d»r** 
(*i !/> ~) 'fl densité moyenne d'une portion de volume exirémcni*' 
petite et renTcrmant ce point. On conçoit qu'il est permis de r^ar**' 
celte densité, avec une tr^s-grande approximation, comme une roncD^ 
continue p des coordonnées (x, y, z) du point auquel elle se rappor* 
Nous supposerons cette Tonction connue; dans les corps hom(^ènes eH 
se réduira à une constante. 

Cela pDsc, admettons que l'on veuille appliquer l'équation 



Mxi = 2"KC 



s trte-^ 



Ji un corps quelconque. On divisera son volume en éléments t 
dont l'un quelconque sera désigné par Am; In masse de cet élément H 
d'après ce qui précède, pAu, fî étant la densité moyenne de l'éléinatt, 
ou, ce qui revient au même, lu densité du corps en un point déi«rmfiiJ 
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'f y, z) de r^lcinent. D'ailleurs, ù cause de la petitesse extrême de Au, 
i>n peut, sans erreur sensible, regarder x comme ayaiit In même valeur 
pour tous les puinls inaiëriels qui y sont compris. Ln portion de la somme 
— »iiqiii se rapporte à l'élément Au est donc égale, trL-s-sensiblemciU, 
à ^.piûi, et l'on !t par coiiséqucnl 

Mx, = SpxAu, 
le signr ï ac rapportant maintenant, non plus îi [ous les points matériels 
'lu corps, mais à tous les (ilémcnls do volume Au de ccliii-ei. Or, cette 
•o mme ne diffère pus sensiblement de rinlé^raic définie, s'clcndant à loul 
le vuljme du corps, qui serait ln limite de SpxAu si l'on faisait converger 
iius les éléments Au vers /cro. On rcraphtcern donc l'cqiialion précé- 
'ientc par celle-ci : 

Mil '= \oxdai, 
iIm désignant un élément infiniment petit du volume du corps, cl le 
signe J une intégrale, généralement triple, qui s'étend à tout le volume 
''u corps, l'n raisonnement semblable est applicable au calcul de M, yi, 
'•■ et l'on a ainsi, au lieu des formules (i), les suivantes qui snnl 
"nmédialcmcnt appropriées au calcul : 
fa) M = J'pd6., Mïi=J>j;rfw, Hy, =|pyrfM, Mz, = Jpzdw. 

10S. On considère frei]uemment le centre de gravité d'une lignCi 
'l'une «urrace. Pour cela, on conçoit (jue l'on ail distribué une cer- 
'iiine masse, soit uniformément, soit suivant une loi donnée, sur toute la 
^kinc ou la surface dont il s'agit. La densité en un point M Je la figure est 
toujours la densité moyenne (ou le rapport de la masse k l'étendue) d'une 
t>ortion e\ccsBivemcnt |)etile de la ligne ou de la surface, renfermant le 
l>"int H : elle est exprimée par une fonction p, que l'un suppose connue, 
''''^ coordonnées de ce point. Les équations (2) s'appliquent d'ailleurs 
"ainédialemcnt à la détermination de la masse et du centre de gravilé 
"lune portion de ligne ou de surface t il suffit d'y considérer du comme 
■pi'éwntant, dans le premier cas, un arc infiniment petit ds de lu 
urbe; dans le second, un élément daài: la surface. Les intégrales iodi- 

» par J seront simples dans le premier cas, doubles dans le second , 
Si l'on su borne, comme nous le ferons dans les problèmes suivants, au 
«l'une ligure homogène, p est une constante donnée, et la première des 
~CiîMians(2) dc\icnt 

M = p f.fu, 



oquniioii ilnns laquelle il est visible qirc J(/m représente lo longueur lotnic 
de l'nrc, ou l'Hire lotale de In surlnce, ou le volume lolal du eorps. Les 
trois nutrcE deviennent, par In substitution de la valeur de H et la snp- 
pression du Tacteur p, 

Nnus niions appliquer ces formules, successivement, à la d é le rmi Dation 
des centres de gravité des lignes, des surfaecs et îles solides homogènes. 

104. Centres de gravité des lignes. — Soit s lu luni;ueur d'un arc de 
courbe AB; on a ici (Cotins d'An., 280) 



Y ax' <w' 



fd. 



cl 3C,, y,, z, sont déterminés par les équations ^^^ 

(4) sii = fxds, syi ^^ i^ds, szi = l'Ida. 

On commence par chercher la valeur de s par la formule donnée dans 

le calcul intégral; puis on remplace dans les équations (4) ds par sa 

valeur ci-dessus, -;=^ et -;- éUinl l'ournis par les équations de la courbe 
«i ax 

proposée. Les limites des inté|;rales [4) se rapportent aux extrémiiés de 

l'arc AB, et sont les mêmes que pour évaluer la longueur de l'are s. 

Si la courbe est plane, il suffit de prendre son plan pour plan XY ; 

z, Z| sont nuls; on a 



(5) 



ds 



^(/il / I -t--^> Stt=^^XllSf SIJi- 



.j,d,. 




de gravilé des aires planes. — Soit S l'nirc comprise 

entre la courbe BM, l'axe des x, cl dcu« ordonnées AB, 

HP. Décomposons cette aire en éléments infiaimeiit 

|ic'iits par des parallèles h OX et fi OV, en sorte que l'élé- 

juent dbs soit ici le rectangle dont les côtés ont pour 

litlcurs dx, dy. Nousauruns donc 

rfw ^ dxdy, J'dw ^ S, 

lera par les méthodes connues (cours d'An., 371). En- 

!s formuies (3) et employant le mode de raisonnemenl 

dont nous avons fait usage dans le ciilcul intégral (301,308), 

Si, = jxdjjViy, Hy, = Mgdf/, 
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les limites (les iiiiégrniii)ns relatives à y tlh j: cimil les iiiOiiifs i]uc jxdir 
i-'valuer l'aire do In surlace S ; on encore, en elTectunni rinlêgraLiun rcla- 
liven y, et dësigoanlacluellcment pur ^ l'orUonnêc ilc In combe 1131, 



(5) 



-l xyth', 



s./, ■- 



i/'rfj, 



les ' 



nicurs Xo, x de l'absdase se rnpporlanl aux pi 
Si l'aire S (itait comprise entre ^eux courbes BM, U'M': 
cL tleii!! orduimécs AB, MP, en désignant par y» la fonc- 
tion lie X qui représente l'ordonnée de la courbe B'Ur. 
et upéraiit comme ci-dessus, on aurait y» au lieu de c 
I»our limite inférieure de l'intégrale par rapport à i/ 
ei l'un trouverait 




(7) 



Si, 



< 



iu- 



ij,.]xi{x, Si/, — - 
rfac 



(•/* — !/t) <i-^- 



106. Centre» de gravité des nurfaees courbée i/Kehomjties. — Soit S 
l'jiii-e d'une portion de surface courbe limitée pur un contour donné 
A'ii'CD' qui se projette sur le plan XY suivant AHCD, Désignons par 
'■' l^an^le aigu que fiiilavee l'axe des : la normale ii la surface en un point 
(* , y, s); par p, q les dérivées partielles de s en i et y tirées de l'équa- 
tiuci de la surface donnée. Décomposant la surface en éléments par deux 
sysiémcsdc plans perpendiculaires respcctivcmcat à OXctàOY, elraison- 
t'uiitcumme nous l'avons lait pour In qundniture des surfaces courbes 
^^iBs u'An., iV âf)8), on trouvera 



^"'\i 



[ yiy 



', sont (les fonctions de x 



J Jcnsv 



a surface; 
ne nous 



les limites i\cs intégrales relatives h ij cii 



ir l'équation 
c déduisent, 



ixposé dans le calcul intégral, de l'équation i 



1«7. Ceulrexde n 
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gène compris sous une surface fermée^ dont lequation en coordonnées 
rectangulaires est 

soit V son volume; décomposons-le en cléments infiniment petits en tous 
sens par trois systèmes de plans respectivement perpendiculaires à OX, 
OY, OZ. L'élément de volume sera donc un parallélipipëde rectangle 
ayant pour arêtes les distances dx, rfy, dz qui séparent deux plans con- 
sécutifs de chacun des systèmes, en sorte que Ton aura 

« 

d(ù = dxdydz, V = Jdû). 

Si Ton fait d*abord la somme des éléments compris dans un même prisme 
vertical et pour lesquels x, y, dx, dy sont constants, cette somme pourra 
être remplacée par 



dxdy \ dz c== (z — Zo) dxdy^ 

JZo 



Zo et z représentant les deux ordonnées qui répondent k un même 
système de valeurs dex, y dans Téquation de la surface. Sommant ensuite 
tous les éléments compris entre deux plans x, x -4- rfx, et pour lesquels 
X et dx sont constants ; puis toutes les tranches semblables comprises 
dans le volume V, on aura enfin 

V = Jrfxj* (z — Zo) dy ; 

les limites d'intégration relatives à y sont la plus petite et la plus grande 
valeur de cette variable qui répondent à un même x sur la surface don- 
née ; les limites par rapport à x sont la plus petite et la plus grande 
valeur de cette variable qui répondent à des points réels de la surface 
donnée. Nous avons expliqué dans le Cours d'Analyse (506) comment se 
fait la déterminaison de ces limites. 

Si Ton remplace d(ù par dx dy dz dans les formules (3) et que Ton 
opère absolument comme nous venons de l'indiquer^ en effectuant suc- 
cessivement les intégrations en z, en y et en x, on trouvera de la même 
manière 

( Vx, = ^dx^ (z — Zo) dy, Vy, = frfxj (z — Zo)dy, 
f9)^ Vz.=ijdxJ(z'-zJ)rfy, 

les limites des intégrales étant les mêmes que dans l'évaluation du 



mlume V. Les fonclior 
iFcqaalion P {x, y, z) ^ 



I 
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; de X, y diisigiidus pjir ;„ cl : se lirpi-oiil de 
1 de la surface proposée. 
1*8 forniiiles relnlives aux cenlres de gniviu! des lignes, siirraces et 
noiumes non homogènes seraient un peu moins simples, mais elles se 
dêtliiiraienl de la même faton des liquaLions (2). Ainsi, pour un corps 
htrierogùnc, on irouvcrait 

l'on y Kiibsiîtiicrait pour p la Tonclion de x, y, z qui reprësenle la 
deasité du corps, après (\aoi l'on aurai! il elTcctuer trois intégrations dont 
les limites seraient les niâmes que celles qui se rapportent au volume 
du corps. 

1V9. Itemart/ueii diverses. — 1° La décomposition d'un volume ou 
d'une surface en élcmenls infiniment petits dans tous les sens peut se 
faire de bien des manières difTércntes : celle que nous avons adoptée 
cinlessus se présente naturellement lorsque l'on fait usage de coordonnées 
rcriangulaires, mais il est des cas où les intégrutions se simplifient beau- 
coup lorsqn'on adopte d'autres modes de déco m position. Nous en avons 
donné des exemples dans le calcul intégral ((]ours d'An., 307, 31 1), cl ce 
que nous avons dît à ce sujel suflit Lomplctement. 

2' La recherche des centres de gravité des espaces homogènes est sim- 
plifiée, dans bien des cas, par cerlnincs remarques dont voici les plus 
essentielles : Si cet espace (ligne, surface, volume} admet un centre de 
ligure O, le centre de gravité coïncide avec le point 0. En cITet, on peut 
■lurs décomposer la figure en éléments infiniment petits drà qui soient 
deux-à-deuK égaux cl symétriquement placés par rapport au point 0. Les 
moments x iIm de deux de ces éléments par rapport à un plan YZ passant 
par le point seront donc égaux, mais de signes contraires; l'intégrale 
l'xda» étendue u toute l'espace donl on cherelie le centre (if sraviié «ern 
doue nulle, et, en vertu des équations (3), on aura 
xi ^ o. On prouverait de même que y, et :, sont nuls 
si O est pris pour origine, donc le centre de gravité 
coïncide avec ce point. 

3° Si le contour d'une aire plane admet un diamètre 
AB r|ui partage en deux parties égales toutes les cordes parallèles à une 
tcrtainc direction, le centre de gravité G de l'aîro est sur AB. Car on 




— 144 — 

[iL'ul, par (les ]tarnllélcs ans cordes et nu diamètre, pariiigcr telle aire «• 
éléiiierKs deii\-à-deux tjgsux, cl sHaés ii lîgalc distance de jtnrt et d'aulne 
du (linmèrrc AB. Si l'on prend AU pour axe des x, les inomcnls j/Jw de 
ucii deux éléments seront (^nux et de signes coniruircs, rinlt^rule ^ydi^ 
étendue h l'aire entière sera nulle, et en vertu des formules (3), t/, srrw 
nul, ce qui dèmoutrc la proposiltou. 

On verrait de même ijuc si la surfaec qui termine uu solide admet un 
plan diamélrnl purtagcant en deux parties éjjales toutes les eurdeu 
parallèles à une même direction, le centre de gravité du solide est Aaaa 
ne ,,la,i. 

4" Enlin, si tinc li);nc linniogène possède un axe de symétrie, im 
raisonnement pareil aux précédenis montre que le centre de |;riivil^ de 
la li^nc est sur cet axe. 

Les exemples suiviinls sont deslincs à èilaîrcir l'appliralion des for- 
mules générales. 

109. /.ignés Itoiiioyèiicii. — 1, Arc de cercle. — Itiipportiins le cercles 
[^ii\ diamètres rec langui» ires, dont l'un OX, passe p^r 
milieu C de l'arc AB. D'après l'une des n-marqui 
I Tnitesci-dcssus, le centre de gravité de l'are AB est sur OX . 
il siillil de di'lermincr x,. Soient a le myon du ccrclKs 
I longueur de l'arc Alt, c sa eorde, l'angle qui !> ^ 
• nwv (l.\ le rayon correspondant à un cicuicnl du. l^ 
formuler (4) donnent 

SXi ^= \ X di, 




«rfO. 



nites d'intégral ions par rapport h G étant 



Le retitre He tjravitr de l'arc de cerrle est 
milieu de l'are, li une diglanre du centre ijui 
tionnelte à l'are, au rayon et à ta corde. 

|[. Arc de eijcloide. — Les équations de la lourlie 
>u-diiuiirc, 



le rayon inruè fitM^' 
me t/iialrif'nie }vrof 
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soient o et cd les valeurs de Tangle « qui correspondent aux extrémités 
de Tare donné. On a, comme on sait, 

ds = 2a sin - dw, 

2 

d'oii 



0) 



Jxd« = 2a'J (û) — sin w) sin -dw. 
EflTectuant les intégrations indiquées, on trouvera 



s 



(i)sin— aa)=r:4sin 2a)cos- -4- C, 

2^2 2 



sincdsin— (t(i) = 2 \ sin*-cos-dw = -sin'— -♦- C. 

2 J 2 2 32 

l)e même 

J^ds=:2a*\ (i — cosû))sin— dû) = 4a'\ sin*--d« 

= 40*1 ( I — cos*— |sin — dû) = 8a'cos-( — i -♦- -cos*- j -♦- C, 
JV 2y 2 2^ 3 2/ 

Entre les limites o et tùj on trouvera 

(G)\ r« , •/ • " oj 2 . -«\ 
I — cos- )> «Xi = \ xas = 4a'(2sin «cos sin*- 1 
2/ Jo ^ V 2 232/ 

(2 w I oa\ 
cos — -♦--cos'- ). 
3 232/ 

Pour une arcade complète, o) = 27r ; il vient 

32 
8 = 80, sxi = 87ro«, «yi c= — o% 

d*oà^ enfin, 

4 

Xi = 7ra, t/|=-0. 

^ 3 

Ze ctnirt de gravité est donc sur l'ordonnée maximum, à une distance 
de la base égale aux deux tiers de cette ordonnée. 
ni. Arc d'hélice. — Les équations de l'hclicc étant 

X =3 a sin — > y = a cos — > x* -♦- w* = a', 

10 



et )cs cxtremitcs de l'arc nyant pour cordonnécs (o, o, o) et (x, y, s), on 
trouve facilemciit 

dz r-i — Z /—: T- 

iM =1 — y 0} -¥ m', M = — ^^ a' -1- m', 




Jyds = « |/a* -t- tn* sin— = a; (/n* -+- m*, Jab =-^ (/o' 



d'où, par les liquations (4), 



j,_— , =,= 



re qui fournit une conslniction fadlc du centre de gravité de l'arc 
d'hélice. 

fi*. AxTts planes, — I. Triangle. — La droite AD qui joint un 
sommet A au milieu D du cdié opposé est un diamètre dont les cordes 
conjuguées sont pnrRllèles à ce cAtc; le centre de 
ivil4: de l'aire du triangle est donc sur cette droite. 
I Le même raisonncmcnts'appliquunlaux deux autres 
I médianes BL, CF, les trois médtaneê d'un trian- 
gle ABC se coupent en un même point G, centre de 
gravité de l'aire du triangle. 

La droite DL est parallèle au cdle AB et en vaut la moitié : les 
triangles semblables AGB, DGL donnent donc l'égalité 

|)G=- AG = -AD. 
2 3 

Le centre de grarilé de l'aire du triangle est donc sur la droite qui 
joint un sommet au milieu du côté opposé, aux deux tiers de cette droite 
à partir du sommet. 

On détermine le centre de gravité de l'aire d'un polygone quelconque 
en le décomposant en (rianglcs par des diagonales, et appliquant au 
centre de gravité de chacun de ces triangles, construit par la règle 
ci-dessus, un poids pi-oportionncl à l'atredu triangle. 

II. Segment circulaire. — L'équalion du cercle étant 
X* -H i/' = o*, ou g = |/fl* — i', 



X 

arc sin - • 
a 
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Taire S du segment OBMP compris entre la courbe, Taxe des Xy et deux 
ordonnées correspondant aux abscisses o et .r, a pour expression 

$* , y X • (l* 
dx I/o» — rrî = - ]/a^ — x« -4- — 
G 2 2 

On a ensuite par les formules (6), 

r« , f* , >-; i a' — (a* — x')« 

Sxi=>l xyax = \ xax|/a* — x' = ^ —y 

Jo Je 3 

I f* . i C^ . . a'x x' 

2jo 23o 2 6 

Si Ton fait x = a, le segment devient égal au quart du cercle^ et 

i'on a 

Tra* A. a 4 a 

4 3^ 3 ^ 

ce qui montre, chose d'ailleurs évidente, que le centre de gravité est sur 

i« bissectrice de l'angle XOY. 

III. Secteur circulaire. — Le secteur compris entre la circonférence et 
^eux rayons donnés se décompose en secteurs infiniment petits égaux par 
des rayons équidistants. Chacun de ces éléments étant considéré comme 
^o triangle, son centre de gravité se trouve sur le rayon bissecteur, aux 
^^ux tiers de sa longueur h partir du centre. Considérant le poids de 
^'^Qque élément comme appliqué à son centre de gravité, on est ramené 
^ chercher le centre de gravité d'un arc de cercle homogène, dont le 
''^>'on égale les deux tiers du rayon donné, c'est-à-dire h un problème 
''êsolu (109). 

IV. Segment decycloïde. — Les équations de la courbe sont celles du 
^^^ t09^ ex. II. L'aire S du segment compris entre la courbe, sa base et 
' otxlonnée qui répond à l'angle donné Gd, a pour valeur 



== a* l (i — cos &))• dw = a* ( - w — 2 sin &> -h - sin (1) cos ci> j (0. 



S 

On a ensuite 



3*î^clx = a»J (« ~ sin w) (i — cos w)« dw = a» - co« — 



2 cos w — 2w sin co 



sin* û) -♦- - co sin Gd cos « (i — cos w)' -4- C, 

42 3' ' J 



(I) Cours d^âxaltsk, 276. 
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ouy en prenant l'intégrale entre les limites o et cd, 

Sxt =a' 2 -*- -w' — 2CO$co — 2a)sin6) sin*co -4- -ûi>sînoi>cosoi> (i — cosca 

14 4 2 3^ 

De même, on aura 

I c fl' r** Cl' / ^ ^ I 

Sf/i = - \ y^dx = — \ (i — cos w)' dco = — ( - » — 4 sin Cl) + - sin 20i> -f- - sin* u 
2j^ 2J0 2^2 ^ 4 3 

Pour appliquer ces formules à une arcade entière de la cycloïdc, on 
fera co = 27r, ce qui donnera 

57ra' 
S =3 37ra', Sxi = 37r'a', Sji = > 



X, = 7ra, y, = -0. 

• 11. — Aires courbes. — Considérons la surface engendrée par la 
révolution, autour d'une droite OX, d*une courbe plane donnée par 
son équation 

et cherchons le centre de gravité de l'aire S comprise sur celte surface 
entre deux plans, Xo et x, perpendiculaires iii l'axe. Comme le centre de 
gravité cherché est sur l'axe OX, puisque tout plan passant par cet axe est 
un plan de symétrie, il suffît de trouver S et Xi. On a, comme on sait, 



= 27r l yds 



(Cours d'An., 208). 



Coupons la surface par des plans infiniment voisins perpendieulaires 
à OX ; dans Téqualion 

Sxi = Jxdco, 

comme x est constant pour tous les éléments dcù de la surface compris 
entre deux plans sécants x et x-^-dx, on peut faire d'abord la somme de 
tous ces éléments, ce qui donne, comme nous l'avons vu dans le Cours 
d'Analyse, en négligeant un infiniment petit d'ordre supérieur, 

2nyds. 
L'équation ci-dessus devient donc 



Sxi 



= 2n\ xyds. 

JoPo 
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Cesl la formule d'où Ton déduil le centre de gravité d'une surface de 
révolution. En voici quelques exemples : 

I. Zone sphérique. — La zone comprise entre deux petits cercles 
parallèles sur la sphère est engendrée par un arc de cercle BM, tournant 
autour de l'axe commun des deux petits cercles. Cet axe étant pris pour 
axe des x, l'équation de la courbe génératrice est 

et l'on a 



/ x* culx , , 

y a^ — x^ y '' 



donc y en désignant par Xo, x les valeurs de x correspondantes aux extré- 
mités B, M de l'arc générateur, 



S == 27ra 
d'où 



(X rx ' 

dx = 2na {x — Xo), SXi = 2na \ xdx = TTfl (x* — Xo*)3 



Xo -+- X 

X, ^ 

2 



Ainsi le centre de gravité d'une zone sphérique se trouve au milieu de 
"* droite qui joint les centres de ses bases, 

H. Tronc de cône à bases parallèles, — Plaçant l'origine au sommet 
"^ cône, on a ici 

y = aXy ds = rfx |/i -*- a', S = ira j/i -♦- a' (x* — Xo*), 
^^y X se rapportant aux deux bases. Ensuite 

Sxi = 27ra j/i -4- o* l x'dx =- na |/i -♦- o* (x' — x^*), 

JXo 3 

^ où enfin 



2 x' — Xo* 



3 X* — Xo* 

Hl. Surface engendrée par la révolution de la lemniscate autour de 
*on axe focal, — On a, en coordonnées polaires, pour Téquation de la 
^^Urbc génératrice, 

adù aUlO 



r« = a* cos 29, d*oii ds = 



^/ cos 29 



r 
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Tare 8 étant compté dans le même sens que Tangle 0;. Soient 9o, les 
valeurs de cet angle aux extrémités de Tare générateur. On aura 



= 2n\ r SI 

ho 



sin 6 • = 2iro' (cos 9© — cos 9), 

r 



$9 Qt^Q ^0 1 

r* sin 6 cos 9 « Tra» \ (cos 29) * sin 29rf9 



Tra»^ ^ 



(cos * 29o — cos * 29) =- (ro* — r»). 
3 3 



L'abscisse du centre de gravité de Taire proposée est donc 



I ro' — r' 



6a' cos 9o — cos 9 

TT 

Pour 9o = o, 9 = - > l'arc générateur devient le quart de la Icmnis- 

cate, et l'on a 

a 



S = ^/2-7ra*(l/2— l), X, = 



31/2(1/2 — 1) 

im. Surfaces courbes quelconques, — I. Centre de gravité de 
l'aire du cône z* = 2Ty comprise entre les plans x == o, x «e= a, 
iy = o, y = 6. 

On trouve facilement (Cours d'An., 510) 



s 



I y X -H V 2 * y— 

377= (/i -*- p«-+-qf« =-—=■> S = - i/abia-^b). 

yixy 3 



cos V 
Appliquant ensuite les formules (8), on trouve 



= 2 a o'i --♦--). 
\5 9/ 

fo , rt (* -»- y) y . I (o î. ft i I (a dx Çb I. 

V9 5/ 

c f" I f* j a;-t- y 06, ,^ 
Sz, = V dx\ zdij - = — (« H- ft). 



Sitbslttunnl h S si 
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(I donc 









3jA6" 



II. Cenlrea de gravité des figures sphh-ieiues. — Soient a le rnyon de la 
sphère; yz, XZ, XY trois plans diamdtrHux recinngulaircs; S 1' 
figure quelconque tracée sur la surface ; S., S,, S, ses projections sur les 
plans VZ, XZ, XY. Soient enfin dot, da' un éWment de la surfiicc et sa 
projection sur le plan XY', en sorte que 

(ju'^(/ucosv, 
LesTormules (3) donnent ici djrcetenicnt 

Sz, = Jsrfw = Jo cos vdu = aj"rf»' = aS.. 
On trouve de même, en projetant sur Y'Z et XZ, 
Sï, = oS„ Sy,=aS„ 
d'où les équations 



S, S^ S, 




qui dt-termincnt j:i, yi, Zi. Ce [lieorèmc remarquable racilitc dans beau- 
rouj» de cas la recherche des rentres de gravilc des aires spliCriques, car 

tla propriélti exprimi^e par l'dqualîon Ss, — aS, s'applique évidemment 
k la projection sur un plan diamétral quelconque. 
1. ItS. Volumes komogt'nes. — 1. Tétraèdre. — Soil ABCD le tétraèdre 
donné; le plan AED mené par l'nrclc AD et le milieu E de l'urêle 
opiMsée est évidemment un plan dinmétr.nl pour les 
cordes parallèles îi BC : il renferme donc (10§, 3") 
le rentre de gravité du volume du tétraèdre, C.vlU- 
propriété étant vraie pour chacun des plans mcdi^ins 
AFB, etc., on voit que, dans le létraédre, les six plana 
menés chacun par une des arftes et par le milieit de 
Varfte opposée se coupent en un mime point, centre de griivité du 
tétraèdre. 

L'intersection AH de» plans AED, AFB renferme donc le centre de 
(gravité cherché : mais 11, rencontre des médianes DE, BF du trîan);le BCD, 
est le cculrc de gravité de l'aire de ce triangle; donc, dans le tétraèdre, 
tts quatre droites i/ui joigticiil rliiirunc un sommrt du tétraèdre un centre 
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de gravité de la face opposée se coupent eti un même point, centre 
gravité du tétraèdre. 

Soit donc K le centre de gravite de la face ABC; ]e centre de gtavit^ 
du tétraèdre est à Tintersection G des droites AH, DK, d'après ce qa^ 
précède. Mais on sait que 

EH=iED, EK = -EA, 
3 3 

donc KII est parallèle k AD et en vaut le tiers. D*oà il suit^ par les 
triangles semblables KGH, AGD, que 

Gn:GA = Kn:ADc=i 13, d'où GHc=:iAH. 

4 

Le centre de gravité du volume du tétraèdre est sur la droite qui joint 
un sommet au centre de gravité de la face opposée, aux trois quarts de 
cette droite à partir du sommet. 

Enfln, la droite IF, intersection de deux plans médians AFB, CID, 
renferme nécessairement le centre de gravité G, et comme I, F sont 
respectivement les milieux des arêtes AB, CD ; comme la même chose a 
lieu pour les autres couples d*arétes opposées, les trois droites qui 
joignent deux-d-^ux les milieux des arêtes opposées du tétraèdre se 
coupent en un même point, centre de gravité du tétraèdre. — On vérifie 
sans peine que le point G est le milieu de chacune de ces droites. 

II. Pyramide à base polygonale. — On la décompose en tétraèdres 
par des plans menés par le sommet S et par les diagonales AC, AD, AE,.. 
du polygone base ARCDE... Menant un plan abcde... parallèle à la base, 
qui partage la hauteur SP de la pyramide dans le rapport de 5 à 1, ce plan, 
d*après ce qui précède, contiendra les centres de gravité G, G', G",... des 
tétraèdres, et par suite celui de la pyramide. Les poids des tétraèdres, 
appliqués en G, G', G",... sont proportionnels à leurs volumes, ou à 
leui*s bases ABC, ACD, ADE,... puisque la hauteur SH est commune; ou 
encore, aux aires abc, acd, ade... des triangles suivant lesquels le plan 
abcde... coupe les tétraèdres. Donc le centre de gravité cherché coïncide 
avec celui de Taire du polygone abcde... ; donc le centre de gravité G, de 
la pyramide est sur la droite qui joint le sommet au centre de gravité de 
la base, aux trois quarts de cette droite à partir du sommet. 

On conclut delà, par la méthode des limites, que le centre de gravité 
du volume d*un cône à base quelconque se détermine par la même règle. 



Où 

m. Centre de gravité du volume compris entre les plans coordonnés 
et la surface qui a pour équation. 

D'après ce que nous avons ëtabli dans le Cours d'Analyse (502), on n 

c C^ , C^ abc 

Appliquant ensuite les formules (9), nous aurons 

c r« f^ ab*c 

^c Ih on tire 

a b 2c 

*i="-' yi=-' je=— . 
* 3 "^ 3 9 

IV. Ellipsoïde, — Cherchons le centre de gravité du volume compris 
^■^tfe Tellipsoïde 

X* V* «' 

a* 6* c« ' 

^^^ plans coordonnes, et un plan x quelconque. 
Mous avons ici 



^^ en posant 

c fa? Cy* i 

•^osons y == y' sin <p, d'où dy = y' cos cprf^p ; il viendra 



TT 



c [X , f 2 TTC r « 

V=rl y^dxx fos »çrfcp = -r l y'c/ar, 
Jo Je 4w ,'0 
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ou en raeltant pour y' sa valeur et effectuant le calcul, 



4 V 3aV 
Calculons de la même manière Vxi, par les formules (9) : 

Vx.=-J^xrfa:J^Cy--y.) rfy =^ j^y'*^rfx j ^cos«<pdy =-jJ^y". 

Pour Vyi, nous aurons de même 

1 ^ 

c Çx ty' â c Ç^ rT 

Vy , = - l dx\ (y* — v») jydy = - \ y ''dx l C08*(p sin (prfq? 

^.'o Jo ^Jo Je 

= -r 1 V ^àx, 
36 Jo^ 

Si l'on fait encore x = a sin ^, d'où dx = a cos ^d^, on aura 

$y''rfx=a6'l cos* J/(iJ/= 06*1 —ji -4--^sinJ/cosJ/-4- -sînJ/cos'^p^ j 
G Jo "^ "^ \2-4 2-4^^4 V 



donc 



Vyi =— - f ij; -4- sin -^ cos ij; -4- - sin ij; cos' ^p b vp = 



X 

arc sin - • 
a 



Enfin l'on trouve 



la valeur de cette intégrale étant donnée ci-dessus. 

Si^ dans ces diverses équations, on fait x = a, d'où ij; =: - , on obtient 

pour le volume et le centre de gravité de la huitième partie de l'ellipsoïde : 

Ttabc 3a 36 3c 
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114. Théorèmes de Guldin. — Comme dernière application des for- 
ules relatives aux centres de gravite, démontrons les deux théorèmes 

arquables qui portent le nom de Guldin. 
i» Soient y =/*(x) Tëqualion d'une courbe plane; Xo, x les abscisses 
orrespondantes à deux points B, M de celte courbe; s l'arc BM. L'ordon- 
icey, du centre de gravité de l'arc BM est donnée par la formule (4) : 



^y 



,=\ yd8\ 



d^fiutre part, l'aire S de la surface de révolution engendrée par l'arc BM 
urnant autour de l'axe des x a pour expression 



S = 27r i yds (Cours d'An. , 289). 

Jafo 



Eliminant l'intégrale entre ces deux équations, on a 

S = « . 27ryi. 

Vaire engendrée par un arc de courbe plane tournant autour d'un axe 
situé dans son plan a pour mesure le produit de l'arc générateur par la 
circonférence que décrit son centre de gravité. C'est le premier théorème 
de Guldin. 

â"" Soit S l'aire comprise entre les deux courbes planes BM, B'M% et 
deux ordonnées correspondantes aux abscisses Xo et x. D'après les for- 
'ïiules (7), l'ordonnée du centre de gravité de celte aire est donnée par 
''équation 

y© et y se rapportant aux courbes B'M', BM. Mais le volume V engendré 
par l'aire S tournant autour de l'axe des x est donné (Couks d'AN., 296) 
par l'équation 

y = ^['^ {y'-yl)dx; 

Qonc 

c'est-à-dire que le volume engendré par une aire plane tournant autour 
tun axe situé dans son plan a pour mesure le produit de l*aire généra-^ 
trice par la circonférence qui décrit son centre de gravité. 

Ces deux théorèmes s'emploient utilement pour évaluer les surfaces cl 
les volumes de révolution. 
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Exercices. 

1 . Soient M la masse d*un corps, Il la distance de son centre de gravité G à un po 
donné ; m la masse d*un point du corps, r sa distance au point 0; /» sa distance 
point G. Démontrer l^' que Ton a 

2« que la quantité ^mr* est un minimum lorsque le point est en G ; 3^ que ^r-^ 
reste constant lorsque le point se déplace sur une surface sphérique de centre G. 

t. Soit y la distance de deux points m et m' du corps ; indiquons par S une somme 
qui s^éleud à tous les couples de points du système pris deux-à-deux; on a 

Smm'ti" = M (2mt^ — MR«), 
ou, diaprés Pcx. 1, 

Smtn'u* ^ M2w»/»*. 

S. Soient n points de masses égales. La somme des carrés des volumes des tétraèdres 
qui ont pour sommets les n points pris 4 à 4, de toutes les manières possibles, égale n 
fois lu somme des carrés des volumes des tétraèdres qui ont pour sommets le centre de 
gravité du système des n points, et trois pomls quelconques du système. 

4. Si Ton applique en un point des forces dirigées vers tous les points d*un corps 
et respectivement proportionnelles aux masses de ces points multipliées par leurs 
distances au point 0, la résultante de ces forces sera dirigée vers le centre de gravité 
du corps et sera proportionnelle à la masse M multipliée par la distance R du centre de 
gravite au point 0. Si le point est au centre de gravité, les foi*ces se font équilibre. 

ft. C. de gr. d*un arc de chaînette symétrique par rapport à Taxe de la courbe. 

R. On a, X et y se rapportant à Textrémité, 



XX XX 

O/o n\ /a o\ 



I ax 



•. C. de gr. d*une demi-boucle de la lemniscate r* -=: a* cos 20. 

9. il. de gr. de Tare de la parabole y*= zpx entre le sommet et le point (x, y). 



K. 



2p\ ^ ) 






I . î »#« 





r _,., 1 


1 


1^ 


K. C. J. p. di rm 


compris entre l'originp et le point (*, s, :) 


sur ta 


roitrbc ^^H 


m. .=.+-•. 




_(ai 


^^ 


Kl C. de gr. de l'air 


edutrapêic ABCD,— ft. Prolongeons la 


Lise 


,up™„c AB 1 


^nK = CO; la liai 
^^eoDtrairi', de CH 


CM ^^I^M 


B 


^^H 




La IIK ^^^^^B^H 




uupe la droite FE qa 

hases XI C. de gr. du 

1«. C. de gr. de 1 

ABCD. - n. Soit L 1 


les de^i ^^^^HS^^H 


1 


■ 




aire du quadrilatère B^^^^^Q 




poinl d'intersection dos dmgoiiali's Ail, Mli. 1' 






iliagoDile AC un poïn 


tFlelquo AF = CL. 1,. droite FE .|i.< 








joint ce point F su mil 
de gr. Cet l'on a 


eu E do l"aulre diagonale passe par !■' 

CE = - EF. 

3 




H 




1. C. dr gr. de l'a 


rc comprise entre la courbe 




^^^^1 










in wymptole ;e — 


s=^, „, = ,, .,=|. 




^ 


•- C. de gr. de l'a 


re comprise mire In courle 




^^^^1 




,,' = iyL^ 




^^1 


a. C. de (jr. du segmcnl compris enlrt lu courlji; 




^^H 




y = ix-; 




^^^^^^^1 


idesr.etrordoii 


tiéo du point (r, ï). 




^^^^^H 


S 


mH- I ' ' B. -+- 2 ' ' ~ ani -H I 2 




^^^1 


i.C.<l««r.dol- 
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raljok 


z/u,. ^^H 


; L< poiul (l'illIcrMClioii 11 pour coordonnées 




^^^H 




'■=?■ •-'f 




^H 


ilfMive 


ip' «■ y' 


1 
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flft. C. de gr. de Taire cngeodrée par un arc de cycloïde partant de l*origine, 

nant autour de la base. 

(2 w I « \ 

— cos — h-cos»- l- 
3 2 3 2/ 

Soî, = i6;ra» fcos ^ ^« - sin «^ cos» ^ - I J -*- ? sin^ 

Pour w = 2 :r, 

26 
Xi = — a. 
15 

!•. C. de gr. de la surface du paraboloïde de révolution, entre le sommet et uM 

plan X perpendiculaire à Taxe. 

s 5 

i(3J? — P)(2a-4-p)*-4-p» 
a. y* = 2px, ar, = >.i 1 -g 

^ (2«-4-p)« — P« 

«9. C. de gr. de Taire d*un triangle sphérique ABC. 

R. Application du théorème sur les C. de gr. des aires sphériques. Soient a, ^, y les 
côtés respectivement opposés aux angles A, B^ C; a le rayon de la sphère ; {, >}, ç les 
distances du C. de gr. aux plans de côtés u, jS, y. On a 

au — ^ cos C — y cos B o /3 — y COS A — a COS C 

2 A-+-B-4-C-180» ' "^^2 A-4-B^-C — i8o» ' 

a y — a cos B — ^ cos A 
^""2 A-*-B-*-C — i8o« 

• 9. C. de gr. de la portion de surface du cône 

X* H* y» «= b*z* 

comprise entre les plans XZ, YZ, x = a. 

R, On simpIiHe la solution en décomposant par des plans perpendiculaires à OX et 
des plans passant par OX. On obtient 

4 3 3^ 3^ 

19. C. de gr. du volume d'un secteur sphérique. 
R, Soient a le rayon de la sphère, 2,9 Tangle au sommet du secteur. On a 

3 I 

X|:s~aC0S*- 5. 

4 2 

••. C. de gr. du volume d*une tranche de paraboloïde de révolution. 
R, a, b rayons des deux bases, h leur distance, a;, la dislance du C. de gr. à la base 
de rayon a. 

h a* -h 26» 

"*"' "" 3 a" -♦- &• ' 
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9fl. C. de gr« du solide compris entre les surfaces engendrées par la révolution des 
paraboles 

y» = 2pjc, y* = 2p' (o — x) 

^^tour de leur axe commun. 

il. Les limites d'intégration sont a?© = o, x = , » et l'on a 

o p -4- 2p' 

«1=—- -' 

3 P-^-P 

tf. C. de gr. du volume compris entre les plans XZ, XY, x=za, dans le cône 
de Vex. 18. 

R. V = > «1= — » yi = zi= 

12 4 ÎT 

ts. c. de gr. du volume compris entre la sphère 

«■ -4- y* -4- 2* = o* 

et les trois plans YZ, XZ, XY. 
94. C. de gr. du volume compris entre le paraboloîde 

2« = zty 

et les plans jir = o, » = a, y == 6. 

R. V=:ll-i(a6)ï| x, = ?a, y, = 5^, 3r,=— i— j/SS; 

9 5 5 I6V/5 

•ft. Trouver le volume compris entre le cylindre 

y* = 200! — «■ 
et les plans z = ^ x, z = ^' x, et le C. de gr. de ce volume. 

R. V = ;r (i9' - ^) a», x,=^o, y,=o, z, =|a(^^- ^'). 

4 o 



I. Centre de gravite de volume compris entre les trois plaub coordonnés YZ, XZ, XY 
et la surface qui a pour équation 

1 1 1 1 

X '-4-y '-4-Z ' = 0' . 

u v-^**' rr —3-7^ „ —3-7^ , _3-7 

^- 7Ô' *«="^"» î'» = "ïr-«» ^i=-^«- 

s 9. Théorèniea de GtUdin. — Volume engendré par la révolution de Paire d'une 
arcade de cycloîde tournant autour de sa base. 

/r. V = 5T«a». 

«•. Volumes engendres par la révolution du segment compris entre la parabole 

y« = 2px, 



son BXd et une ordonaéc quelconque, tournant 1° 
tingente au sommet ; 3» aulour de l'ordonnée qui li 

a*. De}uili variable. — Une courbe |ilnne donl lu tli'Ji 
donnée f (i) de l'are a conplë d'une origine A, est d^lenninoe par !■ eonditioti qoe 
l'ordonnée du e^ntre do gravité d'un arc quelconque AM soit eUc-mfmc une fonction 
donnée ? (») de l'arc «. Trouver l'cqualiau de cette courlie. 

B. On trouve 




/"(■) 



-?(.)/-(.) = ^(.l, 



?u posant 

^^^^tt' + I 



n reconnaît une cycloJile. 



CHAPITRE XVII. 

APPLICATION DES PRINCIPES DE LA STATIQUE A L'ÉQUILIBRE D'UN 
FIL FLEXIBLE. THÉORIE DE LA CHAINETTE. 

115. Lorsqu'on suppose, dans le polygone Tuniculairc coiisidcrc su 
ir 9S, que tous les points mntcricis du fil soient sollicités par des Torcvs 
données et ircs-pctiles, les cil«s du polygone ou les dislances des points 
uonsdcutirs du fil éliint alors d'une pelilcsse extrême, il est avantaf;oni d« 
i-cg.irdcr Ir ligure du fil comme une courbe 
continue, cl dVmployer un nrliflcc de calcul 
semblable A celui donl on a Tait usage dans Ins 
tli(!orics des centres de gravilé (109), pour iniro- 
duii-e la conlinujté l!i où, en réalité, elle n'existe 



Itiippiirliins les poiiiK dit fil en équilibre il 
: 0.\, OY, OZ ; soit M (x, ij, :) un de .■.■.■; \miatt. 
omposanles, pu m lié les ii cltiique nve, ilc< 
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Torces doances qui solliuilcnl un cldment Irès-pctit du fil doni le point M 
Tasse partie, pnr la longueur de cet îldmenl, et si l'on désigne par X, Y, Z 
CCS r«ppoi-ts, la n-suUantc P des forces X, Y, Z sera ce qu'on nomme la 
force motrice au point M, rapportée à l'unité de longueur dit fil. On 
admet que P, X, Y. Z sont des fonciioiis données de x, y, z. 

Lii tension T du HI au point M sera évidemment dirigée suivant la Inn- 
gcnte en M à lu courbe dessinée par le fil; elle sera, ainsi que ses corapo- 
snatcsT,, T,, !=, unefoncrionà déterminer des coordonnées x, y,:. Soit s 
l'arc de courbe Icrminé en M ; As une très-petite portion MM' du lil. Si 
on la considère comme libre, elle sera évideoimcnl en éiguilibrc entre les 
tensions MT, M'T' qu'elle éprouve ù ses exirémilés, et les forces données 
qui agissent sur ses divers points: la somme des composantes de toutes 
ces forces parallèlement à OX devra donc être nulle. Or, les composantes 
des tensions en M et M' sont — T., T, -t- AT»; la somme des compo- 
santes des forces élémentaires est égale, d'après la définition ci-desstts, 
à \Ai. Nous avons donc 

— T, + T, + AT. -H XAs = o, 
ou en réduisant, remplaçant les quantités ircs-pclites par des inliuimcnt 
petits, et opérant de même pour les axes OY, OZ, 

(i) tiT. + Xrf*=0, (fr^ + Vf/s^ô, <m-t-ZJs = o. 

Os équations sont nécessaires pour l'équilibre du fil ; réciproquement, 
si elles sont vérifiées en cbaque point du fil et si les extrémités A ci R de 
celui-ci soni maintenues en équilibre par des forces convenables ou pur 
des points fixes, on voit facilement que l'équilibre aura lieu. En elTei, 
concevons que l'on parte du point A et que l'on donne successivement au 
lîl en tous ses points la figure et la tension convenables pour que l'équi- 
libre Ait lieu entre les forces données qui sollicitent le fil et la tension au 
point A, ce qui sera évi<lemment possible. Comme la grandeur cl la direc- 
lion de la tension en chaque point devront satisfaire aux équations (i), 
i'après ce qui précède, et que d'autre part ces équations déterminent 
lomplétement l.i loi de variation des composantes T,, T,, T. a partir du 
toini A jusqu'il un point quelconque du fil, il est elair que les valeurs 
e T„ T,, T„ Cl par conséquent la figure du fil en équilibre et sa tension, 
Mincidcront respectivement en chaque point avec les valeurs de ces com- 
lantcs dans l'étal du fil oiî on le supposait primitivement. Celui-ci était 
c en éipiilibre. Les équations (i) sonl donc les équations nécc 
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snffisar tes de l'équilibre d'un fil flexible soumis à raction de forées don- 
nées et dont les extrémités sont en équilibre. 

116. On donne aux équations (i) une autre forme, en se rappelant 
que si a, |3, y désignent les cosinus directeurs de la tangente au fil 

en M, on a 

dx ^ dy dz 

^-i;' ^^ts' '^=iû' 

T, = Ta, Ty = Tp, T, = T7, 

(la direction de la tension étant prise dans le sens où $ augmente). 
Donc on a 

(2) rf.T^H-Xrfij = o, f/.T^^Y(fe=ro, rf.T^-4-Zrf« = o. 
^ ds ds ds 

Ou encore, en remplaçant T, par aT, etc., et observant que si A, ;*, v 
sont les cosinus directeurs de la normale principale et R le rayon de 
courbure du fil, on a 

3lT 
rf . aT = arfr -4- Tda = adT -+- — cb, 

K 

d.(5T = (3dT -♦- Td(3 = pdT -h^rf«, 

vT 
d.yT= ydT -4- Tdy = ydT h- — rf«, 

on transforme les équations (i) dans les suivantes : 

rfT XT ^ 

Cf. H — — -♦- X = o« 

d« R 

{■>) I fi y.'. H Y = O, 

«nr vT „ 

Multiplions celles-ci par a, |3, 7 et ajoutons les; à cause de la relation 

a> -♦- (3|JL -4- TV = o, 
il viendra 

//T 

^ -♦- (aX -4- (3Y -♦- yl) = o. 

ou, si l'on multiplie par ds^ 

rfT -4- Xrfx -4- Yrfy -4- Uz s= o. 
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Dans le cas assez fréquent où X,Y,Z sont les dérivées partieU3s, par 
rapport h x^y^z respectivement, d'une même fonction (p (x, y, z) de ces 
variables, et où l'on a conséquemment 

Xdx ■+• Ydy -+- Zdz = rfcp (x, y, z), 

l'ëquntîon précédente donne 

rfT -♦- dcp = o, 
d'où 

T -4- <p = const.y T = const. — cp (x, y, z). 

L'expression de la tension en un point quelconque du fil est donc ainsi 
donnée immédiatement en fonction des coordonnées de ce point. 

117. Les équations (3) montrent encore évidemment^ par les propriétés 
des résultantes (S), que la force P prise en sens contraire est la résul- 

tante de deux forces, l'une égale &-p dirigée suivant la tangente au fil; 

T 
l'autre égale à -dirigée suivant la normale principale. De là résultent les 

conséquences suivantes : 

io La direction de la force P, en chaque point du fil, est dans le plan 
osculateur de la courbe affectée par le fil ; 2' si P|, P» désignent respec- 
tivement les composantes de P suivant la tangente et suivant la normale 
principale du fil, on aura 

«T ^ T ^ 

ds " R "• 



œ'-ë-- 



L'élimination de T entre les équations (2) conduit à deux relations assez 
compliquées qui sont les équations différentielles de la courbe formée par 
le fil. 

Le cas particulier où la force P est dirigée, en chaque point du fil, 
normalement à celui-ci, comme cela a lieu par exemple lorsque le fil 
est simplement tendu sur une surface dont le frottement est négligeable, 
donne lieu à des conséquences remarquables. On a alors P, = o, et par 

suite 

dT 

-— s=o, T = const. 

as 
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La tension est donc la même sur toute la longueur du fil. Ensuite, 1^ 
direction de la force P ëtant, comme on Ta vu, dans le plan osculateu^ 
du fil, il s'ensuit que le plan osculateur de la courbe affectée par le fl 
est, en chaque point, normal à la surface sur laquelle celui-ci est tendu, 
propriété qui caractérise les lignes géodésiques ou lignes de longueur 
minimum sur une surface donnée. Enfin, la relation T b=> — RP« devient, 
T étant constant et ?« égal à P, 

T 

le rayon de courbure est en raison inverse de la force P, c'esl-a-dire de la 
réaction normale de la surface. 

118. Équilibre d'un fil pesant. — Concevons qu'un fil, dont les extré- 
mités A et B sont fixes, soit soumis à l'action de la pesanteur seulement. 
D'après une remarque déjà faite (97), le fil en équilibre sera dans un plan 
vertical mené par les points A et B. Prenons ce plan pour plan XY, Taxe 
des X horizontal, l'axe des y vertical et en sens contraire de la pesanteur; 
soit p la densité du fil en un point quelconque {x,y). Les équations (2) nous 
donnent évidemment, dans ce cas où X = o, Y = ^p, 

c'est-à-dire, en intégrant et désignant par To, A des constantes, 

» 

Donc, en un point quelconque, la composante horizontale de la tension 
est constante, et sa composante verticale est proportionnelle au poids du 
fil, compté d'une origine déterminée. 

Supposons que le fil soit homogène ou que p soit une constante donnée. 
La seconde égalité deviendra 

divisons-la par la première, et admettons que l'on prenne pour origine de 
l'arc s le point de la courbe affectée par le fil où la tangente est horizon- 
tale ; A sera nul, et il viendra 

rfx"~"To ' 



'"1 tncor'C, si nous (tosons Tu = ijoii, 

du » % . 

dx « dx 

9 >Ii(sij,'iiant rincliiiaisuii de la tangcnlc au fil s 
tion est celle de la eourbe deqttîlibrc du fil, er 
les Goontonnëes * ei ip. Pour obtenir réqual 
entre x cl y, observons que 

rf£_ dy . , _ ndf 




.7 = 



=--<M> 



Toriginc des coorduniiccs étant choisie ilc telle mai 
y ^);nl â a nu poiul oi'i la tangente est homontale. 
^Ê Eliminons <p entre ces deux éijunlions; nous .nvun 



'<ro^; 






>« 






'J~7, 



'"Vi 



l4) 



Pilleur, 



,^.(...^) 



Telle esl l'équalion delnand^'C. La courbe qu'elle représente, et qui est 
i-lle que Tonne un lil hoDiogùne et pesant en équilibre, s'uppelle la cltat- 
\i-lle. Elle esl symétrique par rapport à l'axe des y et le point C où la 
.<ii2c;itc est horizontale est en même temps le point le plus bus de la 
.■iirbe; son ordonnée est «. 
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Quant ù la tension, sa valeur est évidemment 

T = — ^ == -^^ = qoy ; 
cos 9 cos 9 *'' •^ 

elle est proportionnelle à la sécante de Tinclinaison de la courbe ou à 
Tordonnée verticale de celle-ci. 

119. Les relations ci-dessus renferment plusieurs propriétés remar- 
quables de la chaînette ; nous nous contentons d'indiquer les suivantes : 

t' Les équations 

y cos 9 = a, s = o tg 9 «= y sin 9 

montrent que si l'on abaisse du pied P de Vordonnèe une perpendicu- 
laire PQ sur la tangente, la longueur de cette perpendiculaire est con' 
stante et égale à OC, et la distance MQ est égale à la longueur de l'arc CM 
de la chaînette, 
2^ La formule 

d'p cos'9 a 

prouve que le rayon de courbure est proportionnel au carré de la sécante 
de l'angle (p. 

3° On voit sans peine que Ton a 

dx = cos (ids = — > ydx = ads, 

et en intégrant les deux membres de cette égalité à partir de x = o, on 
trouve que Taire de la chainette entre les ordonnées CO, MP, égale celle du 
rectangle qui a pour côtés l'ordonnée OC et l'arc CM rectifié, 

120. Résolvons encore la question suivante : étant donnée les points 
d'attache A, B et la longueur l du fil, déterminer la chainette. 

Tout revient ù trouver le point C et le paramètre a. Soient Xo, yo les 
cordonnées du point A par rapport t\ Torigine qui est inconnue, et 
Xo + hj yo-^ k celles du point B; hcik sont donnés, ce sont les projec- 
tions horizontale et verticale de la droite AB. On a d'ailleurs pour la 
longueur d'un arc quelconque s compte du point le plus bas, 



= a4^<p = «^ = ^(^e--e--), 



d'où Ton tire, par Téquation (4), 

r 

y -^ s^aC" y y ^s ^ ae 
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Appliquons ces équations uu point A et au point B, et désignons par 80 
la valeur de s qui se rapporte au point A ; nous aurons 

y© -*• «0 = a« " » yo — «0 •= «« ' > 

i/ç -4- fc -4- «Q -4- / = ae • , Hq -^ k — Sj — l = ae • . 
De là nous tirons par soustraction 

A -4. / = ac • (^c- — I ). * — / = oc "" • (^c "" • — I J, 
et par la multiplication membre à membre de ces dernières égalités 

Si donc nous posons 

h 2 i/P — A» , 

—^z, = 6, 

2a h 



nous aurons 



= b. 



On peut tirer la valeur de z de cette équation transcenda nle^ soit pnr 
rintersection d'une courbe et d*une droite, soit au moyeu d'une table 
dressée par M. Broch (1), et de cette valeur de z on déduira celle de a, 
après quoi les équations ci-dessus donneront sans peine Xo, yoy $0, et par 
conséquent la position du point G et tous les éléments de la chaînette. 

Exercices. 

i . Ban:» un fil pesant en équilibre, on a toujours les relations suivantes : 



dx Jq ^pcos"? 



g cos p dx ' 



Tq étant la tension au point C où la tangente est horizontale, K le rayon de eour- 

bure, f Tinclinaison de la tangente sur Thorizontale, Tare s élant compte du point C. 

9. Dans un fil pesant fixé par ses extrémités, la densité varie de telle manière que le 



(I) V. Broch, Mechanik, p. i/ù et la SlaliquaAeM. Puhbé Moigxo, p. 20!. 
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poids d*un élément du fil soit proportionnel à sa projection horizontale. Trouver U 
figure d^cquilibrc et la tension. 
/?. On a p^fx cos y. L^origine étant au point le plus bas, on trouve 

2T0 

Le fil forme une parabole. 
S. Même problème, le poids d*un clément étant proportionnel à sa projectioa 
verticale. 
H. On a 19 = //. sin ^. L^équation de la courbe est 

»/= HC,, 

a 

c, i7| étant des constantes ; a = 9/x : Tq. 

41. La densité du fil a pour expression p = //« cot ^, fi étant une constante et Tare t 
compté du point où ^ = o. Quelle est la figure. d^équilibre ? 

/^ On voit sans peine que p doit être constant et Ton retombe sur une chaînette. 

ft. On suppose que la tension T, en chaque point, soit proportionnelle & la densité p. 
Déterminer T et p, et trouver la ligure d*équilibre (chaînette d*égale résistance). 

/?. On a p =r /aT; plaçant Torigine au point où f> ^ o, on trouve 

e 9f*-v cos gixx =1, p = /uiTo sec 9/xx. 

La courbe se compose d^une infinité de branches dont chacune admet deux asymp- 
totes verticales. 

•. La tension en chaque point d*un fil pesant est supposée proportionnelle au rayon 
de courbure de la couibc formée par le fil. Trouver la loi de la densité et la figure 
d^équilibre. 

R, La relation facile ù démontrer 

T« = gT,\ip 

montre que T et p sont dans un rapport constant et ramène au problème précédeDt. 

9 Ou donne les points d'attache A et B d*un fil pesant et homogène, situés à même 
hauteur, avec la condition que la tension en chacun des points A et B soit égale au poids 
total du lil. Trouver le paramètre a de la chaînette, rinclinnison a de la tangente en A 
sur riiorizontale, la flèche f de la chaînette, la longueur / du fil. 

l\. Posant AB •=. zh^ les équations du n» 118 donnent 



/ 



2atga, 6 = al. tg( Î-4-- )• f=z(i\— i ), 

\4 2/ V^cosa J 



et la condition donnée fournil Téquation 

/ = r» sec a ; 
de là on tire 

4^ 






V^i- 



CHAPITRE XVm. 



APPLICATION DES PRINCIPES 
DES MACF 

111. On appelle maeliine, a» puini de vue de In slolique, loul appa- 
Kil (|ui sert ^ tenir en t^ijuilibre une force, dire rèitslafice, nu moyen 
■l'une autre foive qui ne lui est pas égale et dircctcmcnl opposëc, et qu'on 
*ppc\k puissance. Il est nécessaire, pour produire ce rcsiilmt, qu'un tel 
i[^reil s'appuie contre certains obstacles fixes qui géncnlscs mouvements. 
Ou ramânc d'ordinaire les machines !i trois types iSIiimeniaircs qu'on 
oomme machines simples ; ce sont le levtei; la corde et le plan inetinê. 
Us diverses machines que l'on considère sont des transforma lions ou 
descotobinaisonsdeces types simples: on les nomme macAini^8roffl;)osres. 
A'ouï allons chercher, d'après les principes de la statique, les conditions 
d'équilibre des machines simples et de leurs principales combinuisons. 
Nous ferons abstraction, dans cette élude, de quelques propriétés physi- 
ques des corps qui influent sur les conditions de leur équilibre: telles 
•-ont, en particulier, le frottement, la dèformalioit des corps solides que 
iiinis regardons comme ubsotumcnl rigides, la raiWrurdes cordes que nous 
-iippo^ons parfailemcnl llexiblcs, etc. Les modifications que ces diverses 
propriétés introduisent dans les formules n'appnrticnncnt pas proprement 
'i In mécanique rationnelle. 

■ M. Du levier. — Le levier, dans le sens le plu; 
ik- forme quelconque AOB, mobile autour d'un 
point fine O nommé point d'appui, et soumis à 
r.iotion de forces P, P', P"... en i 
ninqnc, ag;i!»ant dans un incmc 
|iar le point 0. 

Les conditions d'équilibre du levier sont donc cellej d'un solide qui n 
un point fixe et sur lequel agissent des forces dirigées dans un raéme 
plJin. Nous savons(»0) que, pour l'équilibre, il est nécessaire et sufuant 
ifue ta somme algébrique des moments des forces P par rapport au point 
d'appui soit èffate à zéro. Si donc p désigne la perpendiculaire abaissée 
du poiniOsur une force quelconque P nu le bras de levier de P, l'équotion 
déquilibre du levier sera 

ÏPyi = (t, 
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le itroUiiit ffit-tiiiil nITcclé dusigac + ou du si);ne — suivnut lu scnsd 
lequel lii lurcu P lenil d faire tourner le levier nutoui- du point 0. 

Qunnd le eentrc de grnviuf du levier coïncide avec le point 0, la &sJlé 
de ce |)oint détruit la résultante des actions que la pesanteur exerce i 
le levier, ci il n'y a pns à en tenir compte. Mais le plus souvent il n'en 
pas ainsi, el l'on doit, pour tenir compte de l'influence de la pcsaaieur 
sur l'équilibre du levier, joindre aux Torces qui sollicitent celui-ci une 
force verticale egnlc h son poids et appliquée à son centre de gravité. 

Pour calculer la pression du levier en équilibre sur le point 0, ou 1> 
charge de ce point, il suflît de se rnppeler que cette pression est «^ale 
la résultante des forces appliquées au levier, tansportêes paraltèleiDBBt 
à elles-mêmes au point 0. 

ISS. Le cas le plus simple est celui où deux forces seulement, nrse 
résistance Q (un poids à soulever par exemple) el une puissance P, ngi 
sent sur le levier. Soient/), q les distances du point aux directions res- 
pectives des forées P, Q, Les moments de ces forces devant être de sign 
contraires pour que leur somme puisse être égale à lérn, leurs vnicii k« 
seront Vji, — Qq, et l'cquAtion d'équilibre sera 

Q 7'' 

, [»i)ur l'équilibre, il faut que la pumatice e( la rcsintanee «oir^** 
III iiirerse de leurs brns de levier. 
r<'-};le s'applique à toute espèce de levier : si le point d'appf 
tombe entre les points d'application de In puissance C^* 
lie h résistance, le levier est du premier genre; il es*- 
I lin deuxième, si la résistance agit entre le point et Id 
jiuissanee; du troisième, si la puissance agit entre 1c 
I point et la résistance. La balimce romaine csl un 
cr genre ; la brouette un levier du second ; la pédale du 



194. Du Treuil. — Le treuil csi un 
lyljndre solide ou ar6re, mobile aulvur 
de son axe, au moyeu de deux luiirillmis 
T, T qui sont portés sur des coussinels 
Dves C, C et ont même nxc que le cylin- 
dre, mais un diamètre beaucoup plus 
sur le cylindre normalement h son aiLcTT, 



Pp-Qq = 
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(oit l'action <le la puissance P, qui d'oniinnirc ngil {icrpcndiculnirc- 
Bim il )a barre AM et à l'axe TT. La résistance Q s'exerce sur une cortic 
enroulée auiour de l'arbre du treuil au(|uel son cxlrémild est fixée. 

Les condiiinns d'équilibre «lu Ireitîl sont celles d'un solide qui jieul 
liiiinicr librement au tour d'un axe fixe: la nomme algébrique des mamenU 
dn forées P ot Q par rapport ùPaxeTt <loil ftre égale â zéro. Ln force P 
clnni perpendiculaire ii l'axe, soit r ^ AM la distance de son point 
J'applicalion A il l'axe du treuil, ou le ravon de lu ciretiuférciii-e que 
iitrii le point A dans la rotation autour dcTT; le 1 
DiftniRni de la puissance est Pr. D'autre pari, soii a le 
mon de l'arbre : p est la dislance cnire l'axe et I 
force Q, el le luonicnL de cette Torce est — Qi^, car 
l'iiit pour l'équilibre que les forces P et Q agisst-nl e 
snis contraire sur le treuil. L'action de la pesanleu 
'<■' réduit sensiblement au poids de l'arbre, tippliqui 




'|"i est un point de l'ax 
'IV'fjuiiibre est donc 



; fixe : 



Il centre de {gravité 
lomcnt est donc nul. L'équaliun 



'"-«?=° "" 0-;- 

Ainsi, la troiulillon île l'équilibre du Irciril est que la pumaiire el la 
'■«Mlonre agissent en sens coiilraire l'une de l'autre, el que la première 
*"<' Q (u seconde comme le rayon de l'urlire est au rayon de la circatifé- 
'■'Wfl que Hérrirail le point d'application de la puissance. 

Au lien d'agir sur une barre AM implantée normalement ii la surface 
de l'nrbi-c, la puissance est souvent appliquée, soit ii une manivelle mon- 
•^csur le probmgcraenl de l'un des tourillons, soilà une rurde enroulée 
roue fixée il l'arlirc du treuil et ajiinl niCniu 
■c plus haut s'applique à tons les cas. 
mine lorsqu'on soulève ii l'aide d'un Ircuil de 
arriéres, que le diamètre de la 
mpariible à celle du diamètre <li 
lïbre. On doit remarquer alors que, la direction de l:> 
dïtnnee étnnt ecile de l'axe de la eorde, la disiancc di' 
le force & Taxe de rotation TT est égale, non pas au rayon f, 
P l'nrbre, mais h ce rayon augmenté de eclui de la corde. 
Bladélcrminalion de la cbar^e des coussinets se fera sims dilliii 
Pnjlhode indiquée au n^ftl, 



'"fia eireonrércnce d'une 
■ que lui. La règle donn< 
in arrive quelquefois, en 
rdcs pierres dans les c 
rde B(} ail une valeur 




Dans la plupart des Hpplicnijnns du Lrcuil, l'arbre est lioriiDDUt. 
Larsi|uc, comme ccln a lieu dans la manœuvre des vaiiseaux et dam \ts 
jioi'Ls de mer, l'arbre du treuil est posé verticalement, et la bam sur 
In<{ticIIo agit la puissnncc impinnlcc linrizonltilementsur l'arbre, le Ireaïl 
prend le num du Cabestan. Les conditions d'équilibre sont exprimées pu 
la mcmts règle. 

l ÏS. Équilibre d'un système de leviers. — Soit une machine compadt 
de plusieurs leiievs AB, CD, EF, avant leurs points d'appui respedtâ 
en 0, 0', 0", et réaj(issHiil les uns sur les autres, soit par IracIioD M 
moyen d'un cordon BC, soit pnr In |ircssioti d'une barre DE. Soient P.Q 
In puissnnee et lu résistance, appliquées 
respectivement en A et en F, et eltercbons 
la condition d'équilibre par la raélfaodc 
des réatïtioiis. 

Le levier AB est en équilibre entre la 
puissance P et la rénclion t^dn ror 
p, a étant les perpendiculaires 
P cl de ta, on a, comme on l'a vu, 
Pp=^a. 

Désignons de niêmc par w' la réaction du lien ED sur CD, par p et 7 
les perpendiculaires du point 0' sur les forces métro'; par 5 et ç l*5*i 
perpendiculaires du point 0" sur w' et Q; les couditions d'équilibre J<^ 
leviers CD et Et" donneront 

Ts^i ^= m'y, Ts'i = Q'/, 

ri il siiUil de niulliplicr meuibre à membre ees trois équations poi* ' 
éliminer les réactions inconnues u, nr', et obtenir Téquation d'éijl 
P/^|3^ = Qf/a/, 



P 7*7 

Il l'aut dojic, pour I équilibre, que /« pui»saitce soit à la 
romme le; produit de» bras de levier situén du eàlè de ta risiataneti 
produit des liras de levier siluh du calé de la puissance. 

Si l'on njoHle In condition que les forces qui sollicitent un m^mv^ 
tendent n la faire lourncrcn sens contraire l'une de ranirc. 
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rc (|ui esL nécessaire pour réijuilibi'c. La i-t'gie est t vide m ment npplicnblc 
i un nombre quelconque de leviers. 

Les clirccliuns des it^uclions -ni, nr', sonl nécessaires à connnilre pour 
Imluation de leurs bras de levier : si ces réactions s'exercent par l'in- 
icrttHiilinipe dceoi'don»! Hexibles, les direcLioas de ceux-ci sont celle» des 
forces», w'; si c'est par pression directe, les rënetions sont normnlcà 
BUi surraces en contact. 

ItS. É<]uUibre d'un sysléme de treuils. — Considérons plusieurs 
treuils T, T', T", réagissant les uns sur les autres au moyen de cordes 
iliiis'cnroulent d'une part sur l'arbre d'un treuil, d'autre part sur la roue 
Jusaivant. Soient r, r', r", les rayons des roues; p, p', p" les rayons des 
srbres; P la puissance opérant sur la roue du treuil T; Q la résistance 
ngiisant sur l'arbre du dernier treuil T"; r, r' les tensions des cordes 
i[iii réunissent T à T', T' à T". L'équilibre de cliaque treuil, considéré 
isolement, fournira les trois équations 

Pr = rp, rr' = r'p', rV" = Qp", 
'1 pr l'élimination des inconnues r, r' on aura 



Prr'r" = Qpp'p", 



_ PPfi 



I Lacoadition d'équilibre du système est donc que la puissance soit 

^Ld la risùtance comme le produit des rayons des arbres tsl au produit 
^Vlirayons desroues. 

H^ l'A communication d'un treuil au suivant, au lieu d'être établie an 
moyen de cordes comme on l'a supposé, se fait souvent d'une autre 
"""nicre. On taille à la circonférence de la roue du treuil T' des dénis 
'l'une forme particulière, qui viennent s'engager dans les intervalles de 
dents d'une forme semblable taillées à la surface île l'arbre du treuil T, 
de telle façon que la rotation de l'un des treuils entraîne nécessairement 
relie de l'autre. On a alors des engrenages; les roues des treuils devien- 
nent des roues dentées, les arbres sonl appelés pignons. La condition 
il 'équilibre csl d'ailleurs toujours la même: lapuissance est à larêsislance 
eomme le produit des rayons des pignons est au produit des rayons des 
rouea dentées. 
HT. De la Poulie. — La deuxième macbinc simple, la corde, est 
ipliiyéc pour vaincre une résistance, soit au moyen d'un arbre fixe 
tour duquel elle glisse; soit, le plus souvent, îi l'aide de la poulie. 




î7; - 

Ou nomme ninsi une rniic pouv.-iiU lourncr librcmcnl nirlour d'u 
ii\c miijntcnu duns une pièce Gil ({u'on nppelle chape, cL creusé- 
en gopgc 11 sa circonférence de msnière h recevoir une corde nui cilré 
raitps de liii|iidlc agissent les forces. 

Dans lu poulie fixe. In cbfipc et l'nxe son 
rc^nrd^s comme fixes; la puissnncc P et In ri'sisUncf C 
ngisBcnl sur les deux brins de la eopdc; leurs diiw 
lions sonl Inngcntes & la ci ■'conférence de la piiulia 
Il suii de 1)1 (|uc les disl/inces OA, OU de I'bw C 
es direelions sonl égales entr'clles et nu rnyoa i' 
In poulie, cl IV'quilibrc de lu roue exige» ut que les momenis des forcfsl 
et Q soient égaux pur rapport h J'uxe U, un doit avoir P ^ Q. Ain» 
dans la poulie fixe en équilibre, la puisvance égale ta résistante. 

Détei-minuns lu pression R sur l'axe. Pour cclu, transportons Ib< 
forces P, Q pnrnllélemcnt ù elles-oiâmcs en 0; soit aa l'angle conipri 
cuire leurs directions ; leur résiilionle R représente In pression sur l'oie 
Oi', on II 




= t/P' -t- Q* -t- 2PQ cos 2a = P [A{r 



= 2PC( 




i)bile. — La poulie fixe ne sert (ju'i rhnngcr la direcli*' 
de In force pour fiicililer son application, mais elle ' 
peut en nuginenl4*r l'efTct : on obtient ce dernier r^* 
t!ii pnr l'emploi de la poulie mobile. 

Une extit'mllé de lu corde est fixée en un poînl t 
l'nutre est soumise k l'action de [a puissance P. i 
résistance Q agil sur l'axe par l'inleraiédiiire ^ 
la chape. Pour trouver la condition d'éijuillbre, C 
observe que la réaction S du point fixe D joue ici 
même rAlc que la résistance Q dnns le cas île In poub 
Q remplace ici In rdnclion R de l'axe dans la poulj 



(tincliona des doux brins <le 1» corde. Oj', si l'o 
joint In points de coninct de ces dii'eclions avc< 
iiMii', le li'innglc AOB donne 



mèno la droite AB «(lu 
la circonrdrencc de Id 



AO!ï= 180° — 2a, AB = 2OA siii - AOB = 2OA cos et 



Q AB 

Dîne dans lèffuilibre de la poulie mobile, la puissance est à la rèsis- 
ianufomme le rayon de la poulie esl d la droite qui joint les extrétnilés 
it l'ure embrassé- par la corde. 

Le rapport P : Q est donc le plus petir possible lorsque AB est égal au 
dianâlrc de la poulie, ou lorsque les dcu;( brins de la corde sont piiral- 
Hte. Alors Q = 2P. 

Plusieurs poulies peuvent se combiner enlr'ellcs de divcpses manières. 
^i, dans cbacune des poulies, la corde a une extrémité fixe el l'autre 
«lUchéc à la chape de la poulie suivante, la mëlbodc des réactions jointe 
'' lu règle d'équilibre de la poulie mobile fouruit immédiatement la 
^niiitîon d'équilibre du système ; mais cette disposition est peu employée. 
Le plus souvent on assemble plusieurs poulies diins une même cbnpe, 
txHiren former une moufle; le système de deux moufles réunies par une 
mtme corde, qui s'enroule nllernativemenl autour d'une poulie de l'une, 
plD! de l'autre mouQe, constitue un palan. La chape de la moufle 
<i>péfieure esl suspendue à un obstacle fixe ; celle de la moullc inférieure 
r^ mobile et reçoit directement l'action de la résistance Q, tandis que la 
1'iiis.suncc P agit a l'cxtrcmité libre de la corde. On voit sans peine que 
i"us les brins de la corde ayant même tension, et In puissance P devant 
l'irc rgalc à In tension du dernier brin, si n est le nombre des poulies, 
un D pour la condition d'équilibre 



ttfl. Du plan incliné. — On appelle plan incliné un plan résistant, 
li\e, contre lequel s'appuie un corps solide soumis ii Tnclion de deux forces 
y font équilibre au moyen de la réaction du plan. Pour plusdcsim- 
f, admettons d'nhord que le solide se réduise h un simple point 




mnléricl M. Soient Q In résistance, P In puîssnncc, fjue nous supposoi», 
pour fiscr les idées, verticale rfe hiitii vn bas, N la réaction normale du 
plttn; X l'inclinaison du plan sur le plan lior-iEonlal, p l'angle que hîl 
la direction de Q avec le plan. D'après ce que nous avons établi au W 69, 
l'équilibre exige que la Force Q soit dans le plan vertical normal au iiJu 
incliné, cl que l'on uii 

{x) P:Q = cos(3:sin=t. 
Ensuite, nous avons truuvé 

cosp 

Lorsque la lorce Q agit parutlèlcment au plan incliné, l'angle^ 
nul, et l'on a 

Q = P sin a, N = P eos a. 

Lorsque lu force Q est dirigée horizonialemcnt, un a p = 



N = P- 



pnr 



= P ig a. 



N = 



Cousidéro 
points M, SI 




d'abord ramenés 



is maintenant un solide quelconque S appuyé, par un de ses 
!■ le plan incliné AD, el sollicité par deux forces P, Q. En 
introduisant la réaction N du plan, le solide pourra être 
considéré comme libre. Faisans la réduction des forces 
nu point M : la force résultante et le couple résultant 
(icvronl cire nuls séparément (88). La ré^ulUnlc de P, 
Q, N au point M devant être nulle, nous §DinRie9 
nés conditions trouvées ci-dessuspour l'équilibre 
d'un point : la relation (et] entre P et Q devra âlre véririée, et le plau 
mené par M parallèlement aux forces P et Q devi-n être normal nu plan 
incline. Pour que le couple i-csullant des deux couples nés du transport 
des forces P elQau point M soit nul. il faut 1" que ces deux couples aient 
leurs plans parallèles, cl, par conséquent, que les forces P, Q soient dans 
uti même plan mené par U poînl M normalement au plan incliné ; 2" que 
leurs moments soient égaux el de signes contraires, ou, en d'autres tcriD«, 
(/ne les force» P el Q aient, par rapport au point M, tien momi^ntn égaux 
el df, signeu contraires. 

Tel est l'ensemble des cundilîojis nécessaires et sulTisantes popr l'équi- 
libre du solides. 




120. De la 

Iraroiis la courbe 
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■ Sur la surface d'un cylindre circuluii'c drnil, 



hélice, qui coupe sous un angle conslnnt r 




L • 

^k feft^nératriees (lu cylindre {Cours d'An., p. 230, ex. 
^V Wrudqucnl de la proppidlc de se réduire fi une droîle lues 
" Iflsurfacesur un plan. Concevons qu'on profil pinn . 
fun rectangle ou tin irinnglc) se meuve de façon que I 
'wn pliin pnssant toujours par l'axe du cylindre, 
lie se» points parcoure l'hcUce : il engendre un /ilet I 
saillant adhérent & la surface du cylindrr 
'uatii aiec celui-ci le solide nommé (o vis. La por- 1 
'ion h d'une génératrice du cylindre, comprise cr 
deux spires consécutives de l'Iiélice, est le pas de 

J''rrrou comptéle In vis : c'est un solide de forme 
cxiérieurc quelconque, mais évîdé intérieurement suivant un tracé géo- 
inctrîque tel que l'écrou s'applique cxaclement sur la vis; en sorte que 
*'i cnmme nous le supposerons ici, la vis est fixe et l'écrou mobile, 
fclui-ci ne peut se mouvoir qu'en restant en eontacl par les mêmes 
points avec la vis. Chacun de ses points décrit une hélice de même 
pas que l'hélice primitive, et l'écrou tourne autour de l'axe de la vis en 
winie temps qu'il glisse parallèlement i cet axe. 

Cela posé, des forces P, P',... agissent sur l'écrou : il faut trouver les 
'conditions d'équilibre de celui-ci, en négligcanl les frottements. L'axe de 
'<> Vis étant pris pour axe des z, le plan XY perpendiculaire, appliquons 
^ l'équilibre de l'écrou l'équation déduite du principe des vitesses vir- 

Eles au Ti- 70, savoir 
-t- u,l\ -(- «=2Z -t- pi (yZ - z\] ■+■ ql (:X — xZ) + il {z\ — r,X} = 0, 
-. -tf, u, étant les composantes de la translolion virtuelle; p, q, r celles 
•ïeU roMtion virtuelle; X, Y,Z les composantes d'une force quelconque P; 
*>y, a lea coordonnées de son point d'application. Chaque point de 

I**^rou restant à une distance constante de l'axe OZ, tout déplacement 
^rtuel de ce solide se compose d'une translation parnllèle à OZ, et d'une 
l*>lntion autour de OZ. Les composantes u„ Wy, p, q sont nulles cl l'on a 
i u.lZ -t- ri {x\ — yX) = o. 

F D'autre part, soit a le rayon du cylindre : la vitesse d'un point de 
l^^crou sur l'hélice peut ^trc regardée comme la résultante d'une 
vilcase m, parallèle b tlZ, cl d'une vitesse — ar autour de OZ; appli- 





il'où 



Enfin, (l<''vclo|i|injU In surrncc Au cylînilre sur un ]il,ni), nn voit lUf ^ 
pns de vis h et la seclion du cylindre reclîni^c sont deux eôlés li'if 
Irinngio i-crtanglo, l'angle ndjiieenl n h <^tnnt cgnl à r. Done 
S(xY-yX) A_ 
IZ ■" 2n " 

Done, ffour l'équilibre de l'écrou, il faut et il suffit que la nomme da 
moments des forceit qui lui sont appliquées, par rapport à l'axe ilr. la ni, 
Hioisée par la somme des fomposanles de ces forces parallèlement à t'uxt, 
soit égale au quotient de la longueur da pas de vis par le nombre zr. 

Dans le cas ordinaire les forces se réduisent k deux : une résistance Q 
appliquée sur In tt^Ie de l'éerou, parallèlement A l'axe de la vis; une 
puissnnec P appliquée b un levier implanté dans l'écrou, cette force P 
agissant pcrpcndiculnirement h l'axe cl nu levier. La puissante est à ta 
rémlanee comme le pas de vis est il la artotifèrenre que iPiid li dérrirr h 
point d'application de la puissance. 

131. Equilibre du genou. — Le genou se compose d'une manivelle 
ARD mobile autour d'un point fixe A et d'une bielle BC, arlieiitée 
en lî Ji lii manivelle, l'extrémité C glissnnt dans une rainure AC. La 
puis:>ani'c P agit en D dans le plan ACD; la résistance Q 
agit sur l(i bielle en C suivnnt CA. 

Soient N lu rénelion normale (nous négligeons le fml- 
lement) do In riu'nure AC sur In bielle en C; R In rêne- 
lion de In bielle sur la manivelle en 11, réttctinn égale 
et eonirnire !\ la pression de AU sur BC. L'éffuilibrc ' 
de hi bielle exige (79) que celle pression soit égale et npposée U ]n 
résutlnnie des forées Q, N appliitiii'es eu C; donc In rénelion R est ('giilr 
à In résullanle de Q, N, et agit suivnnt le prolongement BF de CB. 

L'équilibre dn I.i innnivcllc exige que les tnomcitts de P, R par rap|>nri 
nu point A soient (•gnnx cl de signes eonirnircs ; doue 
P y A/i — n X A: = o; 
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Soit E le poinl où le iirolongeincnt de AD i-Qiipc la direction dn la 
force N. Le moment de In riJsullnnle R des forces Q, N pnr rapport 
au point E est égnl h In somme des moments de Q et de iV par rapport an 
mJme point (IZ) : le moment de N étant nul, on ii 
RXEï' = QxEC. 
Eliminons It entre ees deux équations; il vient 



Mais si nous menons AF parallèle à CE, les triangles 
bles Eï'C, A:F donneront 



= AF; Ar, 



ndrn 



1^^ 



= AF, 



cl la relation d'équilibre 

P X Ap = Q XAF. 

Si le rapport AD : AU est très-grand, cet appareil permet de résister k 
une forte pression Q au moyen d'un effort P très-raiblc. L'effet maximum 
est développé par P quand celte force est normale à AD. 

tSt. — Balance de Quintenz. — Cette balance, employée dans les 
gares de chemins de fer pour peser les objets volumineux, est représentée 
en coupe par In figure. AB est le plateau qui reçoit le eorps à peser ; 
E est un couteau qui s'appuie sur un iiiblier CD, mobile aulour du poinl 
d'appui C, suspendu d'autre part par la tringle DF au flénn Fil de la 
balance. est l'axe du fléau, G le point où | 
s'uttache une Iringic 1)G qui supporte le pla- I 
teauAB, appuyé d'autre part sur le couteau E; 
Il est le puini de suspension du contrepoids (J 1 
qui doit faire équilibre au poids P. 

Appliquons le principe des \ites!:cs ^ 
tuelles. Une condition est imposée h l'appareil : c'est que le pliilciiu AB 
reste horizonttil dans toutes les inclinaisons du Déau. Or, si le tublicr CD 
(terril un ongle infiniment petit <30 aulour du point C, D s'abaisse d'une 
quHnlitc Dtf égale à CD X 30, et le couteau E d'une quantité CE X iB, 
Le point F s'abnissant d'une quantilé Vf égale h Dd ou CDX<3Q, 
il en résulte un déplacement anpulnire du fléau aulour du point 
^ffril it CD X M : OF ; donc G s'abaisse d'une quanlité Gg, égiile à 





u 
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(CD X <}9 : OF) X OG, et le point B s'abaisse aussi d'une quantité égale Rb. 
Pour réaliser l'horizontalité constante du plateau ÂB, Il suffît que E et B 
s'abaissent de quantités égales, ou que l'on ait 

^w. >/> ^ï> • OG .^ . V CE OG 

CE xa9=_3^xa9, ou {a)-=-. 

On devra placer le point de suspension G de la tringle GB de manière 
à vérifier cette condition, que nous supposerons remplie. 

Cela admis, dans le déplacement virtuel que l'on vient de considérer, 
le centre de gravité du poids P, quelle que soit la position de celui-ci sur 
le plateau^ s'abaissera d'une quantité égale à CE X dd, et le travail vir- 
tuel de la force P sera 

P X CE X iO. 

D'autre part, le déplacement angulaire du fléau étant égal à CD x d8 : OF, 
le travail virtuel du contre poids Q est 

Égalant k zéro la somme des travaux virtuels de P et Q, on a 

CD 
PX CE = QX7rrrOH, ou PxOG==QxOH, 

à cause de la relation (a). La condition d'équilibre est donc la même que 
si le poids P était directement suspendu au point G du fléau. 



LIVRE TROISIÈME. 



DYNAMIQUE, 



CHAPITEE XIX. 

MOUVEMENT RECTILIGNE D'UN POINT MATÉRIEL LIBRE. 

ISS. La dynamique a pour objet Tëtude des lois du mouvement, 
comme la statique celle des lois de Pëquilibre. Le problème le plus 
simple à considérer est celui du mouvement d*un simple point matëricl, 
et quoiqu'il paraisse une pure abstraction sans application possible, nous 
verrons plus loin quMl a une grande importance dans l'ëtude du mouve- 
ment des systèmes matériels. Pour simplifier^ nous supposons d'abord 
que le point matériel soit entièrement libre et que son mouvement soit 
rectiligne. 

Nous avons établi au chapitre L\ (N** 55) que lorsqu'un point se meut 
librement, la force qui le sollicite à chaque instant a pour direction celle 
de l'accélération du point mobile h cet instant et son intensité est mesurée 
par le produit de la masse du point par l'accélération. Donc, dans le cas 
que nous considérons, la force est dirigée suivant la droite parcourue par 
le point. De plus, soient m la masse^ v la vitesse et x la distance du 
mobile à une origine prise sur la droite OX qu'il parcourt, k l'époque t 
{v et X étant affectés du signe -^ ou — suivant le sens dans lequel ces 



grandeurs sont dirigées (8). Soit cp l'intensité de la force qui agit sur J 
point mobile et détermine son mouvement. D'après le théorème rappeK 
plus haut, nous avons 

dv 

^ dt 

Cette force cp est la force fnotvice; mais dans les questions où il s*agit d'un 
point matériel unique, la masse m n'intervenant que comme un facteur 
constant, il est plus simple d'introduire au lieu de la force motrice, la 
force appelée accélératrice y qui mesure le rapport de la force motrice 
à la masse du point. Nous la désignerons ici par X^ et nous aurons 

dv 

^ dt 

La force accélératrice est donc mesurée par l* accélération et a même 
signe que cette dernière. 

Le problème du mouvement rectiligne consiste dans la recherche des 
relations entre les variables t, x, v, X, entre lesquelles nous avons tou- 
jours deux relations générales 

dx dv 

(l) V= — > (2) X=-=-. 

^ ^ dt ^ ^ dt 

Pour que l'on puisse déterminer x, v, X en fonction du temps, les 
conditions particulières de la question devront donc fournir une troisième 
équation 

(3) ^' (^ a;, V, X) = o 

qui, en général, contiendra les quatre variables. 

La relation (2) se met souvent avec avantage sous d'autres formes, 
telles que 

. d*x dv 

(2) X = — , (a") X=.-, 

qui résultent de Télimination soit de i', soit de t, entre (i) et (2). 

184. Admettons que l'équation (3) soit donnée. Remplaçant » et X par 
leurs valeurs (i) et (2'), on lui donnera la forme 

p / dx d*x\ 
et X sera lié k t par une équation dilFérentielle du second ordre. L'intégra- 
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UOQ fera connaître x en fonction de t avec deux constantes arbitraires 

(CoDBs d'An., 340), ce qui doit cire : en effet, la position du point mobile 

A^ bout d*un temps quelconque ne dépend pas seulement de la force à 

laquelle îJ a été soumis pendant ce temps, mais aussi de la position qu'il 

o^^cupait et de la vitesse qui l'animait au commencement de cet intervalle. 

" faut donc, pour achever la détermination du mouvement du point, 

4^e Ton donne les valeurs de x et de v à une certaine époque , que nous 

pourrons toujours prendre pour origine du temps et désigner par f == o. 

Soient xo et i?o «= | -r- l ces valeurs données : nous avons expliqué 

\dtJo 

dans le calcul intégral comment la connaissance de ces quantités permet 
de déterminer les deux constantes arbitraires de Tintégraiion. 

f S5. Il est rare que le problème se présente sous cette forme géné- 
rale; presque toujours, la relation (3) ne renferme que deux ou trois des 
variables /, x, v, X, et le problème d'analyse est simplifié. Examinons les 
cas principaux : 

i' Si l'équation (3) est de la forme 

F(x,t)«=o, 

on en tire x en fonction du temps ; en différentiant, on a les deux pre- 
mières dérivées de x par rapport h t, c'est-à-dire 1; et X : tout est donc 
connu par de simples différcntia tiens. 

â° Supposons la force X exprimée en fonction du temps, 

X = /•((). 
On a, par l'équation (2), 

*^= /•((), r = C H- J-/-(0 d«. 

La constante C est déterminée par la vitesse initiale Vo : supposons l'inté- 
grale prise à partir de f = o; posant t = o dans l'expression de la 
vitesse^ on a 



î?o =3 C, V 



Vo-^K f{l) de = Vo -♦- <p (0- 



L'équation (i) donne ensuite 

dx (( 

-—=3 Vo -+- ç (0> X = Cl -+- M -♦- V 9 (/) dt. 

at jo 
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Soit Xq la valeur de x pour I «» o; C, = Xo^ donc 

X = Xo -4- Vot -+-19 (0 dt. 

On a donc x, v, X en fonction de < ; le problème est résolu par de simples 
quadratures. 

5" Si réquation (3) est de la forme F (x, X) := o, ou si l'on donne une 
relation entre la force et le chemin parcouru, on peut, au moyen de h 
relation (2'), écrire 

et intégrer cette équation du second ordre en déterminant les constantes 
par les données initiales Xo, Vq : ce procédé est quelquefois le meilleur. 
On peut aussi procéder comme il suit, par deux intégrations successives. 
Tirant de l'équation donnée X en fonction de x et appliquant la for- 
mule (2''), on obtient une équation de la forme 

V -7-= /"(x), ou 2vdv = 2f{x) dx, v« = C -*- 2j/'(x) dx. 

On détermine C en substituant, après la quadrature effectuée, à x et à t 

leurs valeurs initiales. On a ensuite 

dx^ dx 

rf«* ^'^ |/C + 2j/-(x) dx 

et une nouvelle quadrature fait connaître t en fonction de x, avec une 

constante C, que Ton détermine en posant t = o, x = Xo. Quant au 

double signe dont la valeur de dt est affectée, il ne doit pas être négligé, 

dx 
puisque c'est du signe de •-=- que dépend le sens du mouvement : dans 

chaque cas particulier, il sera déterminé par les données du problème. 

4° SupposonsenGnune relation F (v, X) = o; on en déduit Texprcssion 
de la force X en fonction de la vitesse du point. On a donc 

x=A.'), j.'-m, dt=-^y '=^-^J7>) 

l'intégrale étant toujours supposée prise à partir d'une valeur donnée de 
t?. Posant f = o, v = Vo, on détermine C. Tirant de Téquation v en fonc- 
tion de (, on a 

dx f 

v = ?W> rf7""?W> x = Xo-4-V (p{t)dt, 

et cette nouvelle quadrature achève la solution du problème. 



> 
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^'ii arrive que Tëquation en t?, t soit difficilement résoluble par rap- 
po^^^ Vy on obtiendra une autre relation comme il suit. On a 

j dv , , vdv C^ vdv 



X = Xo -+- I 



et la quadrature étant faite, donne une relation entre x et v : si Ton 
^3il éliminer v entre cette équation et la valeur de t ci-dessus, on a 
<^Qtre X et ( l'équation demandée. 

En résumé, dans les cas examinés, la solution du problème dépend de 
simples quadratures. 

Remarque. — La question du mouvement rectiligne se ramenant, en 
général, h Tintégratlon d'une équation du second ordre, et l'intégrale 
(levant renfermer deux constantes arbitraires pour que Ton puisse satis- 
faire aux conditions initiales du mouvement, c'est bien l'intégrale générale 
que Ton doit rechercher dans les questions de mécanique. Il peut arriver 
cependant, et Poisson en a donné un exemple, que l'équation admette 
une solution singulière et que celle-ci ne doive pas être négligée, le 
mouvement, représenté pendant une certaine période de temps par l'in- 
tégrale générale, se trouvant ensuite déterminé par la solution singulière. 
1S6. Appheations. — I. Un point matériel M est sollicité vers un 
centre fixe par une force proportionnelle à sa distance x à ce centre ; 
à t* époque f := o, il est posé sans vitesse à une distance OX =adu centre 
d^action. Déterminer son mouvement. 

La vitesse initiale est nulle et la force constamment dirigée vers un 
même point 0; le mouvement sera rectiligne sur la droite OA : prenons 
cette droite pour axe des x positifs. La force accélératrice X étant dirigée 
vers l'origine et, par suite, de signe contraire k x, on a, p* étant une 
constante positive, 

X = — fx*x. 

L'équation du mouvement sera donc, d'après (2'), 

d*x 
^^^•x = o, 

«équation linéaire à coefficients constants dont l'intégrale générale est 
(Cours d*An., 349) 

X = A cos fxf •+• B sin ^xt, 
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A, 11 élanl des L'oiistanlcs îi dùtei-miticr par l'étal initiiil. Oji lire ilci 

i) = — AfA sîn fi( -t- II p cos «.(, 
il'oii, faisanl I = o, x = «, u =^ o, 

A = a, B = o, 

ei |)ar conséquent la solution du problème est iloiini'c par les forniulf* 

(a) x^acosiLl, (pi u = — o.uisiiipl. 

La discussion de ces formules fait connaître toutes }cs rircon&lntices i^ 

mouvement. Depuis l'époque ( = o jusqu'il t =• — , x est positif <!* 

dècroil jusqu'à zéro, v est négalir et croit jusqu'à — a^ : le point niobU' 
atteint donc le centre d'action avec une vitesse ma.vlma, dîr^;ée dans le 

sens AO, puis il dépasse le point 0. De ( ^ — h t ^^ -, x varie de téro & 

— a, v de — au. ii zéro ; le point s'ëloigne du centre dn cAtë opjMsé t 
OA avec une vitesse décroissante, qui devient nulle quand le mobile est 
en A', à une distance OA' ^^ OA. Le point se trouve alors dans des condi- 
tions semblables à celles où il étiiit h l'origine du temps, en sorte que le 
mouvement recommencera en sens inverse suivant les mêmes lois, jus- 
qu'à ce que le mobile atteigne, fi l'époque t = —, sa position iiilUale A 



avec une vitesse nulle ; et ainsi de suile. Le mouveuienl du point est 
oscillatoire et périodique ; la position et la vitesse rcdcvicnncni 

miïmcs jiprès des intervalles de temps égauv à — , ce que les furmules {a.) 

et (^) raimircstcnt d'ailleurs immédiatement. 

L'expérience prouve que, dans les corps éliistiqucs, une molécule écarlëc 
de sa position d'équilibre y est ramenée par une force proportionoelle k 
la dislance qui l'en sépare. Les lois du mouvement étudié ci-dessus s'ap- 
pliquent donc sensiblement aui: oscillations delà molécule autour de sa 
position d'équilibre. 

tIT. — II. Un pain t maliriet sollicité par une forée conslante, éproun 
de la pari du milieu eni'ironnant une réHigtaure directemeni oppotét à ta 
vilesae qui l'aiitme et proportionnelle an carré de cette filesee. Trouver 
te mouvement du point, sa vitesse initiale étant nulle- 

Soient la position initiale, prise pour origÎJic ; 0\ lu direction de 
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force constante, prise pour axe des x positifs ; g J 'accélération correspon- 
dante. La résistance du milieu étant opposée à la vitesse, il suit du principe 
de Tiodépendance des mouvements que le mobile aura un mouvement rec- 
ti%nesuivantla droite OX, et la force accélératrice due à la résistance du 

milieu pourra se représenter par une expression de la forme — ^ > k 

k 

^tant constant. La relation (3) deviendra donc, ici, 

Delà 

, k*dv ^ k . k '\' V 

Pour f a= o, on doit avoir i? = o, donc C = o, donc 

A -+- u 2gt 
k — V k 

d'où l'on tire, en posant g = fte, 



V^^k-rr: ' = k 



e"' -+- I c*' -4- c-*' 

dx 
Remplaçant v par sa valeur— 9 et intégrant de nouveau, on trouvera 

k 

X=Ci -♦--1. (C** -4-C-*'). 
E 

k 
Comme f = o doit donner x = o, on a Ci = — 1. 2, et par suite 

k, c" -4- c-«' 
X =— 1. . 

6 2 

Le problème est résolu. On peut mettre v et x sous la forme 



V 



=*rT7^'' '^^rL''" (~"^~")J 



On voit alors, e"**' tendant vers zéro lorsque ( croit indéfiniment, que 
la vitesse v s'approche d'une limite é^ale à la constante fc, et que l'espace 
parcouru x croît indéfiniment, mais en différant de moins en moins de 
la valeur 

A<— -1. 2. 
e 
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Le mouvement tend donc à devenir uniforme ; la vitesse limite 1; €^ 
précisément celle pour laquelle la résistance du milieu serait égale à 1^ 
force motrice. 

On trouve facilement les valeurs de X en fonction de I et de x, savoir 

1S8. — III. Lts données étant les mêmes qu'au problème II, on sup* 
pose seulement que la vitesse initiale^ au lieu d'être nulle^ soit dirigée en 
sens contraire de la force et égale à — a. 

On a donc^ pour t =» o, Xo «s o, Vo =» — a. Comme la résistance du 
milieu est toujoui*s en sens contraire de la vitesse, elle sera ici positive 
aussi longtemps que la vitesse restera négative. Nous aurons donc d*abord 

et en intégrant, puis déterminant la constante, 

gt H-C = «arc tg7 > C= — «arctgT* 

d'où 

i; ^\ i h(v -^ a) 



igr( .= A; I arc tg r + Arc tg 7 j = A: arc tg 



fc* — av 



Nous tirons de Jà, en résolvant par rapport & i; et introduisant de nou- 
veau la constante £, 

, kiaet — a dx , ksinit — a cos el 

i? = ^ r— 2 , ou -— = A: 7 : — - • 

A; -i- a tg s( dt A: cos et -^ a sm et 

Multiplions par dtui intégrons : 

k 
X = Cl 1. (A- cos e( -+- a sin et), 

k 
et a cause de x© = o, Ci = - 1. A:, 

£ 

k k 

X =- I. 



e A: cos e( + a sin et 

Observons que ces formules ne s'étendent pas h une durée indéfinie, 
mais seulement jusqu'à l'époque ti où la vitesse devient nulle, époque 

assignée par l'équation 

a 
A:tgeti — a = o ou tgeti=T*' 



.fe? 



dans laquelle on prendra pour tt la plus petite racine. A cet insl^int^ In 
lK>sition du mobile est donnée par la formule 

k k. k 



X| = - 1. -: : 

e A; cos ef i -h- a sin cd 



= *1 — 
« l/k 



!.t 



A partir de cette époque ti, la vitesse étant nulle et la force accéléra- 
trice g dirigée dans le sens des x positifs, le mobile se trouve exactement 
dans les conditions du problème II, et son mouvement sera déterminé par 
les lois que nous avons trouvées dans ce cas. Si l'on cherche Tépoque t' à 
laquelle le mobile repassera par sa position initiale et la vitesse qu'il 
aura, on trouve 



I , a 
e 



it 



koL 



V 



(/«« -+- fc* 



Exercices, 



fl. Un point abandonné sans vitesse à Paction de la pesanteur, et un autre point 
pesant lancé verticalement de bus en haut avec une vitesse a, partent simullancment 
de deux points donnés A et fi sur une même verticale. Déterminer Tépoquc de leur 
rencontre et le point où elle a lieu. 

il. Soient a la distance Afi, x la distance AC ; on a 



a 



2a* 



«• Le monvemcnt rectiligne d*un point matériel est produit par le poids d*unc 
sphère homogène, mais volatile, dont Pévaporation à chaque instant est proportionnelle 
■ la surface de la sphère. Quel est le mouvement de ce point ? 

il. On voit sans peine que, r étant le rayon de la sphère, dr : dt sera constant ; si r^ 
est la valeur de r pour < = o, on a donc r= ro — a/, a étant une constante donnée, 
et en désignant par /m une autre constante, on trouvera 

V == ^[ V - (ro - at)*l * = ^ [('•o - «0' - V -4- 5«ro«0, 

X et o étant supposés nuls avec I. 

S* Un point matériel est attiré vers un centre fixe O par une force en raison inverse 
du cube de sa distance è ce centre : sa distance initiale OA == a, sa vitesse initiale 
est nulle. Déterminer son mouvement et le temps T qu*il met à arriver on 0. 

A. On a 



X.-5 
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4. Quelle vitesse Vo faut-il imprimor à un point motériel, de la sarface de it loue fers 
le centre de la terre, pour qu*il atteigne sans vitesse le point oii les attractions des dcm 
astres se font équilibre? — On suppose !• que Tattraction a lieu suivant la loi de 
Newton, et que chacun des deux astres agit comme si sa masse était réunie k soo 

centre; 2» que la masse de la lune soit ^ de celle de la terre, son nyon les*-- 

du rayon terrestre, dont la valeur en mètres est 20,000,000 : ;r; enfin, que la distaoee 
des centres des deux astres soit 60 fois le rayon terrestre, et rattractiou k la surface de 
la terre égale à 9,809. 
R. l'o = 2275"». 

ft. Un point matériel se meut dans une sphère gazeuse dont la densité décroît unifor- 
mément du centre à la surface. L*attracliou d*un clément gazeux sur le point mobile est 
proportionnelle à la masse et en raison inverse du carré de la distance, mais la résis' 
tance du milieu est proportionnelle à sa densité et au carré de la vitesse du point* 
La vitesse initiale est nulle. Quelle est Pexpression de la vitesse du point en fonction A€ 
sa distance x au centre de la sphère ? — On suppose connue cette loi : Pattractioa 
d*une couche sphcrique homogène et infiniment mince est nulle sur un point intérieur, 
et sur un point extérieur elle est la même que si toute la masse de la couche était réunie 
à son centre . 

R. Soient po la densité au centre 0, p la densité à une distance x de ce point, a une 
constante. On a 

P = Po — <»*• 

Soient ensuite yui, /a' des coefficients constants; on trouve pour la force motrice et la 
résistance du milieu les expressions 

— /ixl-Trpo — axY ;*' (p, — a«) V*, 
et Pon a enfin 

ti* = 2rfie \e I ax p^)xdx, 

or, étant la distance initiale du mobile au point 0. 

•. Vn point matériel est attiré vers un centre par une force proportionnelle k sa 
distance x à ce centre ; la résistance du milieu est proportionnelle à la simple vitesse. 
La vitesse initiale est nulle, la distance initiale OX = a\ trouver le mouvement du point 
et discuter les formules. 

R, La droite OA étant prise pour axe des x positifs, soient *, k' des consUntes posi- 
tives. On aura 

d^x dx 

Intégrant, on distinguera doux cas : l« k'* — 4Jt = a">o; posant 

r,-— — -, r, = _ 
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et déterminant les constantes de I*intégrale par les conditions 1 = 0, x=za, v =: o, on 
obtiendra 

Le point se rapproche indéfiniment du centre d^^ction sans jamais Tattcindrc. 
2» k'* — 4^ = — a*<o. Opérant comme ci-dessus, on a 

--jf Oit V . aM o«.|-^'« -y . ^ 

« = 06 ' I cos — h-sm— Il v = ae ' sm a/. 

\ 2 a 2/ 2a 

Le mouvement est oscillatoire de part et d^aulre du centre 0, mais Tamplilude des 
oscillations décroît constamment et a pour limite zéro. La durée U*une demi-oscillation 

# ■ % V 2?r ,, . , ^ ZTT AX 

(de f7=aio a t; = o) est — : elle est constante Aux cponu(*s / = o, — » — > ♦•• 

a a a 

correspondent les distances x = af x^ae '^ , x^sne ,.. . Les valeurs de / 

qui répondent au passage du point mobile par le centre sont les racines de Tcquation 

at a 

9. Mouvement recliligne d*un point pesant dans un milieu résistant, la résistance 
étant proportionnelle à une expression de la forme \v H- Bu*. 
il. 1' Cat : Vitesse initiale nulle. Posant 

By'H-Ai;— ^ = B(u — a) (w-t-p), a et ^>0, B (a + ^)=:y, 
on trouve 

I -1» ar = a/H \. — » 

a-HBeV y «'*-^ 

ou, éliminant B et j9, 

/ «y \ r a . -♦- (ay — g) e"'^ 1 

\ ay—g-^ge^y L «V — ^ «V J 

f« ^a« : Vitesse initiale verticale de bas en haut v^ ; Taxe des x positifs vers le haut. 

v; — «IgB»/ A I . /t'i . „ . « \ A/ 
*^ ■= » r, D « . E* * = r- . I — sm B«£ + cos BU ] . 

voigBt/-Hc 2B ** \ * y ^^ 

Durée /' de la montée et hauteur atteinte a;' : 

I , 2B«i;o , I . fl' -♦- Avo -+- Uvl A 2B«Vo 

/' = — orctg— — — . x' = —l znr.^^^^S 



l!f 2g -¥■ Af. 2B g 2B*î 2^7 -♦- Ai' 



o 
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2) g ô^^^î posant A=:-^i B = — i >:= 

4» a a* Œ 



on trouve 



I -♦- >/ g ^ ' ' ni 



V 



on a 



/' 



« =— 1. ( iH I . 

SI \ a t l 

3) !/— -R = — B£«<o; posant -; =k, 

_ Ac"*«< -^ I A _ I Ao»" — <r»«' Al 

i_ A -H 2B» , _ £ / 2î /^\ ^ (A -4- aBc)» 

"" 2B« A (A - 2Bi) ' *~B M^A-iy/ g) 4B»t*' ^^k 



CHAPITRE XX. 

MOUVEMENT CURVILIGNE D'UN POINT LIBRE. THÉORÈMES DES AIRES 

ET DE LA FORCE VIVE. 

1S9. D'nprcs ce que nous avons établi au n^ 55| si l'on désigne parf'^ 
la masse, par Xy y, z les coordonnées d'un point mobile libre, ^^ 
par X, Y, Z les composantes de la force P qui le sollicite à un insUin^ 
quelconque, on a entre ces quantités les relations 

d*x d*f/ d*z 

Telles sont les équations du mouvement curviligne d'un point libre. Si 
le mouvement est donné, oc, y, z sont des fonctions connues du temps; 
de simples difTérentiations feront connaître v,, Vy, t?., et par suite la 
vitesse en grandeur et en direction pour un instant quelconque. DiiTéren- 
liant de nouveau pour trouver les dérivées secondes dex, y^ z et faisant 
usage des équations (i), on déterminera X, Y, Z, et l'on aura la force 
motrice en grandeur et en direction. Le problème est donc fort simple. 

Mais, en général, la force motrice est donnée en fonction du temps, 
(le la vitesse et de la position du mobile, et il s'agit de déterminer le 



)93 — 

bvement du poinl. Supposons donc rjiic X, Y, Z so 
IBUcs de (, X, y, z, V., Uy, D;, CI substtliions leurs 
liions (i), qui prendrout la forme 

dl'^' V' *'''"' ,/r (il' */ 



(») 






ff problème est ramcnii l'i l'Jntét!'''*^!*"' ^ "■> srslcme de trois ifijuatiuns 
tlilTéi-entielIcs simiiluiDdcs dii scciind ordre, enlre x, y, z et la voriable 
iodi^^ndniilc t. On sait (Couns o'An., ôGi) <jue les intégrales de ce 
syUème renrerment six coasiantcs arbitraires, en sorte que 

i = ç((, C, C,, C, C, C", C"), 1/ = ç. ((, C,,...), I = <p,((. C,...); 
«t l'on sait dclermiiicr ces constantes connaissant les valeurs dex, y, z et 
de leurs premières dérivées pour une valeur donnée la de la variable I. 
Ailmmons, en effet, <]ue l'on eonnatsse pour un instant déterminé, 
chuisi d'ordinaire comme origine du temps (( = o), la position et la 
'liesse du point, ou ses coordonnées Xa, yu, z« et les composantes (u,)o, 
)'>)>> (■''■)d : ee sont tes données itiiliates. Si dans les intégrales ci-dessus 
an pose ( :^ o, cl que l'on fasse en conséquence x = xo, y = yo, s = loj 
<"l aun trois équations entre les six constantes seulement. Différcntinnt 
'''» m^mes intégrales par rapport à (, on en déduit v,, v^, i\, et en 
puwiil encore I =o, remplaçant c,,... parleurs valeurs initiales, on 
mn trois nouvelles égalités entre les mêmes constantes. Ces six équations 
'iifliront pour déterminer les six constantes Ci, Ci,...el achever la solution 
il" liroblcme. L'élimination de t enlre les équations qui expriment x, y, 
• eu ronciion du temps conduira aux équations de la trajectoire (10). 

Souvent des considérations particulières montrent que le mouvement 
doit se Taire dans un plan. On choisit ec plan pour plan .\Y ; on a 2 = o, 
les équations dtfTérenlielles se réduisent II deux entrez, y, l, et le nombiH: 
te constantes à quatre; les calculs sont ainsi simplifiés. 

'. Dans certains cas il est avantageux d'introduire, au lieu des com- 

I force P purallclcment à trois axes rectangulaires, ses 

livant la langcnlc MT et la normale principale MN i la 

I«ire du mobile. La force P étant représentée, en grandeur et en 





— 194 - 

(lircclioii, par r.icci;lùi-alion ilu point multipliée piir s.i mnssc 
composntiles tonf^enliullc et normale de l'occéléralion clnnl, 
l'n vu nu N" ST, 

dv . _v* 

J' = ai' > ~ R ' 

les compusanlcs cherpliéos ont pour expression 



(5S), Cl le 



(3) 



PcosfP, ul^m-î-i 
dt 



.s(P,N) = 



Dans tous les cns que nous offre la naliirc, la force P qui Tnit moUYW 
un point M <!manc d'un autre point ou cor|>s M', et, en vertu del* Ibi 
connue (S7}> le point M rctigil sur H' en exerçant une inaction cgilc " 
directement opposée à la force P. Celte réaclion, que l'on namtae 
souvent /brce d'inertie, a donc pour composantes parallèles aux «iiesOS. 
OY, OZ, 



d*x 



d'« 

Il — iL . 



' dt' 



d*z 

''lui' 



et pour composantes pnrallcles h MT, MiN. 
dr 



itrtï^^ 



ces de,rnicres coiaposantes élanl d'ailleurs dirigées en sens contrlîfl 
celles de In J'orce P. C'est ù cette composante tnr' : R de In réaction [f 
l'on donne ordinairement le nom de forre centrifuge, et par un' 
erreur qui peut entraîner des conséquences graves, on raisonne parfois 
comme si elle élnit appliquée au point mobile M lui-même cl influait 
sur son mouvement, tundis qu'en réniilé elle dmano de ce point cl 
s'exerce exclusivemcnl sur le corps M' k l'action duquel on «llribin 
mouvement do M. Ce qui fsit illusion i\ cet égnrd, c'est que dans les ca« 
où l'on n l'occasion de considérer celle force ccnlrifugc, t 
le mobile M est retenu sur un cercle par un (il attacliécn un point fisc 0, 
les points maicnels qui agissent immédiatement sur le mobile M soat en 
contact avec lui, et le point d'application de la réaction ct-Hlrifuge est 
presque confondu avec celui de la force motrice. Ainsi, dans l'exemple 
cité, la force qui détermine le mouvement du point est In tension du fil, 
dirîttée suivant MO; la réuciion du point M est appliquée â l'cxlrétnitë dn 
01 et nuit pour le détacher ilu point ou pour le i-omprc: e'c^ li la foive 
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centrifuge. Il semble donc alors qu'une force appliquée an poinl M lire 
te fil suivant m longueur dans le sens OM, cl pnr suite de cette illusion 
on irHDSporte au mobile M une force qui n'n de réalité que sur le fil 
faémc. 

'■41. Théorème des aires. — Au lieu d'appliquer directement fi chiiquc 
ens pnrliculicr les équations diiïérenlielles (i), il y e ^rnnd avantage dans 
t>i«=n des cas ît cmplovcr les intégrales premières que fournissent certains 
itiéorèmes généraux, conséquences des t'quaiions (i), et qui eonsUtuent 
pXKr eux-mêmes des propriétés remarquables du mouvement d'un point. 
Ce: sont ces tlicorèmes que nous allons d'abord établir. 

Kiiltipliant les deux premières équations (i) respective me m pnr j, r, 
et Telraneliant, on a 

d*,j d*x\ 



= xY-^X. 



Xe premier membre est la dérivée par rapport à ( de 3 
*^w, en intégrant, on a 

hJ(iY-jX)*. 



■k. 



f dij iîx\ 

ni x-f — V -7- 1 =■ C' 



I dn di\ 



On nomme quanlitéde mouuement d'un point H à un instant donne 

'<ï produit mv de sn masse par sa vitesse à cet instant; on la représente 

P*r une droite MV proportionnelle à mu et coïncidant en direction avec la 

*>lesse. Ses composanles parallèles aux axes sont donc mv., mr^, mi',, en 

[^•prte que l'expression 

I 

' '^présente le moment de la quantité de mouvement du point M par rap- 
PortU'axe des: (71). 

Si le moment de la force motrice P par rapport à l'axe OZ est nul ii 
^■laquc instant, ce qui a lieu lorsque la direction de P rencontre con- 
stamment OZ ou lui est parallèle, xY — y\ est nul et l'intégrale 
J (acY — yX) dt s'évanouit. Le second membre de l'équation ci-dessus se 
''^duit donc à une constante, et l'on a re théorème : 

Lurstjwe la direction de la force appliquée à un point mobile renrontie 
*'oni(ammen( ««e droite fixe, le moment de ta quantité de mouvevienl du 
Poinl par rapport à celle droite a une valeur constanle. 



L 



ronslituc alors une inli'unilc premit-ji' lies ('■(]iinlion8 difTdrcmicIlcstl»» 
mouvement du point, cl il est nntiirel de f'empluycr ou lieu de ces iqnm 
lions mêmes. 
14S. Celle înléjtrale est susceptible d'une inlcrpn!tatioD gcoiiH!triqtt< 
rcmarqunblc. Soient M| In projectinn du point S 
Mir le pinn XY; p, les coordonnées poluiies ite Mi v 
lie sorte que 

X = p cos 0, y = p sin 9, Ig ( 
Celle dernière efjiiiition djITcrrntiee don 






vos <9 X» p* cos <0 




^^H 


d'où 


p'<« = xd.j - ydx. 




■ 


Or. nous siivn 


ns (Cotins d'AN., 142) quc-p'.i'J esl 


Ifl diir 


reruirllc de 


l'aire S décrit 


duns le pliin XY pnr le rnyoïi vreleur p du 


toinl M<, en 


sorte (liic 


pvn = 2 ./s. 






Seulement, pi 


ur que celle i!gnlilé subsiste toujours r 


vnicu 


et en signe, 


il r«ul conven 


r que rfS sera toujours do même signe que iPi 


c'csl-à-dirt 


regarder eomr 


ne positives les aires dëcritcs d'un raouvemenl dirrrl, ilc 


OX vers OY, 


et comme négatives les nires décrilcs d'un 


mouvement 


riirogrtide, di 


OY vers OX. Cette r^Ic admise, nous 
rft/ rfa: rfS 


aurons 


^ 








eil'ink-gnilc t 


oince plus hniit pouPM s'écrire 




■ 


Inlégint.tdc 


nouveau, cl supposant pour plus de si 


iplicili 


queliiiiTS 


soit comptée it 


parlir de la position iniliHlc du rnyon 


V cet eu 


r p, en sorte 


que S el t a'an 


nulcnl ensemble, on trouvcni 
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, iiitaml lu direclion île la force motrice rencoiUre ronslauiment nn 

«PB ftxf on lui tst parallèle, le rayon v&clevr mené d'un point de cet axe 

an point mobile, projeté » r i ; ' i lormal à l'axe, décrit dans ce plan 

lies tsiret proportionnelles a x te p» 

Siip|ii>sons mnfnlenant |uc la dir ction de In force P qui sgii sur un 



(4) 



i(z 



ys 



I I uni I 



.''». 



'. 0, cl prenons pour 



ils'iippliijUiii 






l'iint M passe ronstnnimc 
^Ù^nc des coordonnées Lo ibLuremc prcet 
^bff \cs ()\, OY, OZ, nous aurons les trois 

A) B, C^lnnt des conslnnles qui se ili^tcrmincnt iitimëdiatcment pni- les 
iliinniics iaîilnk's. MuUiplions par x,y,z, rvspcclivcment ces éiiualions 
l'i ''Joutuns-lcs; il TÎcndrn 



= C, 



-Byn 



Cr = o 



ii|ii:iliori qui rcpréscnle un plan fixe passant par l'origine des cooriion- 
oécs. Le iK)inL(x, i/, z) restant dans ce plan, la li-njeelnirc est plnnc. 

Il est permis de prendre ce plan de la trajectoire pour plan XY ; le point 
M l'ulacidc alorsavcc su projection M, sur ce plan, le rayon p n'est autre 
qoc le rayon vecteur OM du point mobile lui-même. L'application du 
Ihi'uri me trouvé plus haut conduira donc ii celte propriété du mouvement 
prniluil par une force centrale ; 

Quand la force ifuï solticile un point matériel libre passe conslammenl 

/lar un rentre fixe, lu trajectoire est une courbe plane dont le plaît puBse 

;,<if re centre, et le rat/ùn vecteur mené du centre au poitil mobile ilécrtl, 

iliiHS re plan, des aires proportionnelles aux temps. 

r.clte propriété constitue le théorème des aires. Réciprorpictncnt, si le 

M.ii secteur mené d'un point Dxe k un point libre M décrit une 

< plane qui varie proportionnellement au temps, In même projiriété 

.<|i|iiirlicndni aux aires dëcrilcs par les projections du rayon vecteur OM 

s plans rectangulaires passant par 0. Les dérivées de ces aires 

[apport air temps seront constantes, et par conséqueni, en vertu do 




h relalioii élablic plus liaui, leséquiilions (4) iiitront lieu. Un en AUui^ 
en (lilTi'ren liant 



ce qui montre que In liircclion Je Iii l'orce se conronU avec cl-IIc du n; 
vecteur, et passe coDscqucmment pur le poini U. 

14S. Théorème de la force vive. — Reprenons l'expression de la o 
posante tnngcntielle de la force motrice 

dv 



Hultipliunt pur vdt h 
que vdt'= d», on aura 



( mcmbjes de ectle (<qui 



wu3rfiJ = P(/(icos(P,i'), 



(5)''-- 



InU'gruns entre deux yiIcuiï (i> cl ( du icnip», cl désignons |Hir po la 1 
valeur de p pour t^lt; il viendni 



(6} 



-^ = \ Pd»v 



'(IV)- 



Cette équation exprime le théorème de la force vive. Pour t'M 
disons 1° que la force vioe d'un point matériel e» mouvement, k 1 
instant donné, est le produit de su masse par le cnrré de s» \itesse h cet 1 
instant; '2° que le travail élémentaire d'une force appliquée A un point | 
mobile est le produit de cette force pi-ojetée sur la direction de la vitesse, " 
par réiémeul ds de lu Irujectoii-e que le mobile décrit ù l'iustant cunsi- I 
déré; ce travail élémentaire P((« cos(P,u)esl positif irn négatif selon que I 
U direction de h force faiL un angle aigu ou oblusiivec celle de lu vitesse; I 
3" enlin, que le travail tutal de la force P pendant un inler%-alle de II 
donné, { — ta, est rinlê);rule 

J'pdsco,(P. e), 

uu b somme de* triivnii\ éléinenliiire* de foicr P pcndiuit itl îniertaltr 1 



t99 - 



E 

^^^^ Wiiijis. Eii venu de ces tléfiniiions, les (iijuutions (5) ei (6) ruui'iiisscnl 
^^V*^ lliéorémes suivants : 

^^H l'arrrowerneiit de la deiui-fiirre vice d'un point libre, pendant vn 
^^BiUipi infiniment petit, ett égal an travail élémentaire de la force motrice- 
^^H Vacrroisgement de la demi force vÎDe d'un point libre pendant un temps 
^^Mni' queleont/tie est égal au travail total de la force motrice pendant ce 
^Fn^ine temps. 

1 144. Si l'on compHi-e l'expression du (mv-flil clëmenluire d'une Toree 

avec relie de son Iravuit viriucl, donnée dans la slalique, on vuil immë- 
diiilement qu'elle n'en diffère que pnree que la vitesse virtuelle 3s du 
point d'n|iplienlion y est remplacée par l'arc clémentaire ds coi-respon- 
<lanl à un déplacement réellement elTeetuc. On démontiein done sans 
diflicullé, par les mêmes raisons que dans le cas du traviiil virtuel (6S], 
I* que le travail ëlémentairc d'une force P dont les composantes sont 
s'exprime par U Tonnulc 

Prfs cos (P, r) = \dx + ydij -+- Zdz ; 

1 9* Que le travail élémentaire de la résultante de plusieiir.t force» appli- 
! d UN même point est égal à ta somme algéhriifue dei travaux 
meninireii de ces forces; et que la même relation a lieu pour le travail 
tal effectué pendant un temps quelconque. 
I De ]h résullcnt ecs conséquences importantes : l°Le théorème de la 
e peut s'énoncer ainsi : Lorsqu'un point matériel libre se meul 
I l'action de plusieurs forces, la variation de la demi-force vive du 
mobile pendant un intervalle de temps fini ou infiniment petit égale la 
somme de Iramux des forces appUgnèes au point pendant le même inter- 
valle de temps. 
[_ Ce théorcnie est compris dans les rormulcs 



(7) d. — = 2 [Xdx -+- Yd(/ + Zrfs), 

(8) — _î^=2[' (Xrfx+Yrfr; -t-Z«/î), 

', Z étant les composantes reetangulaires de l'une queleonqtic des 
■» appliquées au point mobile, et ï. une somme qui s'étend à toutes 
I Turces. 
l ï" Admettons que, parmi les fortes qui sollicitent le mobile, il y en ait 
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Liiic,ri,(]ut soit consUmmcnt normnlc A la Irajectuircdecepoint.OnRurn 
cos (P|, u) <= o ; donc, le Inivail clëmentnire et le travail lalal de celle 
Torce P| seront nul* à loiile tfpoque. Les lornies eorrespondants k la 
force P| ilans les équations (7) et (8) disparaîtront donc, et ces éciuations 
auront lien absolument corame si cette force n'existait pns; c'est4-dire 
que la variation de In demi-force vive dn mobile sera (-gale à la lommc 
des travaux de toutes les autres forces qui agissent sur le point. 

Cela s'applique notamment au cas où le point M est oLligc à parcourir 
une surface ou une eourbc qui n'exerce d'ailleurs aucun froticmcot; car, 
dans ce uns, on peut regnnler le point comme libre en joignant aili 
force: motrices qui le sollicitent la réaction de la surface ou de In eourbc 
sur Inquelle il se meut. Celte réaction étant normale il la surface ou i 
la courbe (puisqu'on suppose qu'il n'y ait pas de frottement) est par ecU 
même constamment normale h la trajectoire du point; son travail est 
donc nul, et l'équation de la force vive a lieu pour les autres forces 
comme si le point était libre. Donc lorsqu'un point tnalMel soumû ù 
l'aclion de forces données, est assujetti à rester sur une surfnce ou sur 
une courbe sans froltemenl, la variation de la demi-force vive du point 
pétulant un temps quelconque est encore égale à la somme des Iravaiui 
des foires motrices pendant le même temps, comme si le point était lihrt. 

t45. Après avoir établi le théorème île la forée vive dans le mauve- 
ment d'un point matériel, il est bon de justilicr en quelques mots les 
dénominations adoptées. L'expression de /orce née a été introdaJIe par 
Leibnitz dans une discussion sur la mesure des forces en mouvement, 
discussion sans intérêt aujourd'hui {'). Le mot seul est re^lé, et n'est pas 
très- heureux. Quant au terme de travail, il doit son ori(;iiic it la manière 
dont on apprécie, dans l'industrie, l'effet développé par les forces. Dans 
ce genre de questions, une force est ordinairement employée & vaincra 
une résistance et à déplacer son point d'application dans le sens opposé il 
celui où cette résistance agit; la valeur marchande du travail accompli 
dépend h la fois do l'intensité de la résistance vaincue et du chemin que 
la force motrice a fait parcourir ik son point d'application. Par exemple, 
si une force est employée à élever une masse de charbon d'un poids P, il 
est clair qu'il y aura la même dépense faite, le même travail produit, si 
l'on élève ce poids h une luiutenr sh, ou si l'on élève le poids 2P h une 




ilcnr A. Dnns ce cas tiTS-simpIc d'une ftnec conslnnlc liiinspoilnnl 
jioint d'appliculion iIbds la dircctinn mârac où elle agil, lu Irnvijil 
industriel cITeeiut^ seratl donc mesuré [inr le produit P/i de In forec 
nioirjce cl du dtcrain parcouru. Or, dons ce cas. l'inti'grale 



Pds cos (P, )■) = 



,h = Ph 



^l>rt'scnte précisé mejil la même (jiianliié. 

Ki lu Torec P ngit obliquement sur l'objet qu'elle déplace, par rnppopt 
» In droite qu'il parcourt, comme lorsqu'on traîne un wiigjçon sur une voie 
JÇfrécâ Taide d'une force agissant obliquement h la voie, la composante 
force noimale à la droite est évidemment perdue, et la force P 
>Sit niilomciit que par sa composante P cos (P, v) suivant la direction 
mouvement. Le Inmiil utile et payable est donc alors représenté par 



fei-t 



.(P,,- 



jt. 



K 

^Ï>P' 



l'cqui s'accorde avec notre expression générale. Enfin si la force varie 
cl que le mobile décrive une trajectoire quelconque, on pourra, pendant 
(Inique intervalle de lem|>s très-court dt, regarder P comme constant et 
Ir mouvement comme reciiligne, et appliquer les considérations précé- 
ilcnies; on sera évidemment encore conduit à prendre pour mesure du 
>ail utile élémentaire Pd» cos (P, r), c'est-à-dire l'cspression même que 
18 avons itdoptée en général. 

"elle est la suite d'idées qui justifie la dénomination de travail 
Ipliqaéc à relie expression, mais c'est dans le Cours d'application 
aux machines que l'Importance de la notion du travail sera bien 
caro prise. 

14<. Il existe un cas où le tbéorème de la force vive prend une 
forme très-rcmarqunblc : c'est celui où, la force motrice P ne dépendant 
que de la position du point mobile, ses composantes X, Y, Z s'expriment 
par les dérivées partielles, en x, y, z respeclivemeni, d'une même fonc- 
tion de ces variables, qui ne renferme pas le temps explicitement. Soit 
mf(x, y, r) cette fonction, dite fonction des foras. Nous avons donc 

V— .„^ Y — «,^ 7 — . '''^^ 
c/x' "'du' ''^"'rf:' 



d'm 



P./ll Cl 



^ (P, r) — X-Vj- + \d;/ -*- Zdz = .,.,/. ç {x, <j, z) : 



IVriuatioii (5) dyvicnl, pnr stippicsiiioii du raciciir in, 

d.v* = 2d. (p{x,y, z], 
fl ii|)i'cs iiiLrgi-atioii 

(9) u* = 2^{ï,y, :)h-C. 
La consUinto C se dcicniiinc imtncdinlcineiit en posant ( = o dniff^-' 
l'i!([UNiioii et remplariiDt v, x, y, z par leurs vnicups initiales Ou, Xn, 1/», i* 
i|ui sont données. On n donc 

Po» = 29 (xb, i/o, ïo) -4- C, 

et i'é(](intion{g) puni s'iicrirc 

y» _ Ob' = 2'f (l, ]/, z) — 2^ (ïo, Jd, Z^) ; 

inxis nous la conserverons de prércrcnce sous 1» rorini; (9), su|)piisiitil 
d'ailloin-s la constanle C dclerminée comme il vient d'âlre ilîl. 

Celle équation (9) se nomme l'inlégrah de la force rive. Elle oITrc ceci 
de remarquable, qu'elle détermine immédialcment la \ilcsse du puint 
mobile par la position qu'il occupe à l'instant eoiisidéré, de telle sorte 
que si le point repasse plusieurs fois par la m£me position, il y rcpnssera 
chaque fois avec la même vitesse. 

Considérons les surfaces, en nombre inlini, représentées pnr l'éiiunlion 

a dêsignanl un paramètre arbitraire : ce sont les surfaces de nifcuu. ÎAt 
roiiction 7 H donc une valeur constante en tous les points d'une inéni« 
surracc de niveau, maïs cette valeur varie d'une surface à l'autre. Pnr 
chaque point de l'espace il en passe généralement une, mais une »culc, 
du moins si U fonction <f (x, y, z) a une valeur unique et dét«rmin('e pour 
un système donné de valeurs de c, y, z. Car, si deux surfaces de niveau 
pouvaient se couper en un point de l'espncc, et si «i, «i désignaient les 
valeurs correspondanles du pnriimctreix, il faudrait qu'en ce point U 
fonction ç admit les deus valeurs a,, a», ce qui csl contre l'hypothèse. 

Cela pose, l'équation (9) fait voir que, si la constante C a une valeur 
donnée, c'est-à-dire si le point mobile part d'une surface de niveau déter- 
minée avec une vitesse déterminée, il aura toujours acquis une même 
vitesse i! lorsqu'il traversera une même surface de niveau »^«, quels 
que soient le chemin suivi pour y arriver et le point où il la traverse. 

D'après les valeurs de X, Y, Z dans le cas actuel, les cosinus din'deitrs 
de la force motrice P sont respectivement proportionnels aux dérivé» 



!"'riielles de f, ci par 
1 '" snrrncc 
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cliquent aux cosini 



s dircc.tciii'H de In . 



■ 9(1,,,.)=.. 

^r 0^ '^ (^^"(^ ïiulrc pmpriiSté des surr^ces ilc nivi^au : la force qui agit 
tur U point mobile en un pùint quelconque de l'espace, est normale d la 
lurface de niveau qui passe par ce point. De lelle sorte ijuc, si cette sur- 
Tice ^tail &xe et que tu point M ne pût h quitter, il y rcsteruit en cqui- 
ttre sous l'action de la force P. 

tél. L'inlégralc (9) subsiste alors même que le point mobile esl ttssti' 

iutî à rester sur une surrace ou sur une courbe fixe, pourvu qu'il n'y nit 

B de froiteracnl. .\ous nvoiis vu, en effet, que le ihéorÈme de In force 

■ire subsiste dans ce eas comme si la condition n'existait pDs(l4J);réqua- 

loti ($) a donc lieu, ei si la force P salisraîl i lu condition 

Xffi -1- Yrfy -*- Zrfz = md. tp (x, y, z), 
D esl clair que l'cgalitt^ (9) subsistera ('gaiement. Cette observation nous 

a fort Utile. 
1 Remarquons encore que si plusieurs forces P, Pi., anissenl siraulUiné- 
~meni sur un point mali^riel, et si cliacuiic d'elles admet une fonction des 
forces, de sfirlc que les composa nies reclanguliiircs de P, Pi.. soieni 
reapeclivemcnt les dérivées partielles en x, y, z des fonctions »(Ç (x, y, s), 
/,£),... la somme des travnux ëléntentaires de ces forces sera 
ï{Xrfn- Ydij -+- Zdz) = m[d. f(x, y, z) -t- d .<fi{x, y, x) -ir -■■] 



L'éqtialion (7) n 



- md. iç {x, y, z). 



= md.Z<p[x,y,x), v* = 2l<f(x, y,z) ■+■ C. 



inl^nlc (g) de In forée vive subsistera donc, ta fonction <p étant, dans 
1 cns actuel, la somme des fonctions des forces corrcspondniiles à 
lueune des forces P, P.,... considérée isolément. 

[ t4S. Parmi les cas remarquables où il existe une fonction des forces 

S où l'intcgrale (9] a lieu, nous indiquerons d'abord celui de h pesan- 

feur. L'axe des z positifs étant vertical dans le sens de la pesanteur, les 

mpusniitcs de la (orce qui agit sur un point de masse m sont 

X=o, Y = o, Z^mg. 



\dx T- Yrfy -H Zdz = mgitz = md. gz, f = 
et rintcgriilc tic In force vive csl ici 

(lo) v*^2gz -t- C. 
Les surfaces de iiiveuu onl jinur équution z ^^ a; ce soal des piaf** 
horizontaux. D'après la propriélé du n°146, s! le mobile part d'un pla*' 
horizontal donné, z = zi„ avec une vitesse iniliHlc doanée v^va,i* 
iiura toujours une ta&me vilcssc p à l'instanl où il alteindrs un mém^ 
ptun tiorizonlal quelconque z^a., quel que soil le chemin si 
y arriver. Supposons, par exemple, que l'on ait £0^0, 
L'(!quniion (10) donnera 



1 






d'où il suit que la vitesse du mobile, dans une posiLion quelconque, sera In 
même (jue s'il était tombé librement et verticalement d'une hauteur 
égaie fi sa dislance z au plnn XY, et eelii, quelle que soil In ligne droite 
ou eoui'be qu'on l'ail obligé A parcourir (14Ï), pourvu que l'on fasse 
abiitniciion du frotiemcnt. En nénéral, que le point soit libre, ou retenu 
sttiis frottement sur une surface ou une courbe fixe, sa vitesse d chaque 
instant est uniquement déterminée par sa coordonnée verticales, 1 
moyen de l'équalion 

d' = 2gz ■+■ C, 
lii constnme C (lyniil d'ailleurs été diHermincc par les don 



149. Un Hulreeiisimpurlnntc 



il va 



c fonction des forces est 



c, BU 



OÙ le puiut M ust sullicili! par une l'iiree P dont la <lirectii)n passe pur un 
centre fixe U cl dont l'intensité est une fonction de ladisiancerdupoîntH 
ù ce centre. Appliquant l'expression que nous nvons trouvée .lu n" AS 
pour la somme des travaux virtuels de deux forces é|j;alcs et opposées dont 
les poiiiis d'application sont h une distance r l'un de l'autre, nous avons 
— Pr/r pour In somme des travaux élémentaires delà force P el de It 
rénclioii du point 0; mais comme est lise, le travail de celte réaction 
est nul, et — Pdr représente le travail élémenUiire de la force P seule. 
Itepréscntons par tiif{r) la fonrlion de In distance OM qui mc<turo l'inlen- 
silë de P, la runction fHanl nlTccli^c du signe + ou du signe — suivant 
que la force est attrnclivc on répulsive, conformément h la convc 
(lu n* 6JI. Le travail élémentaire de la force P sera donc 
-m/-(r)(ir=-.Hd.'p(r}, 
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"• posant 

«P ir) = j"/"(r) dr. 
La fonction des forces est donc ici — mcp (r), et c'est bien réellement 
ne fonction des coordonnées x, y^ z du point mobile, puisque r dépend 
e CCS variables. L'intégrale de la force vive est donc 

y* = — 2(p (r) -+- C, 

t la vitesse du point mobile reprend la même valeur chaque fois que le 
K>int revient à la même distance du centre d'action 0. 

Si le point M était sollicité par plusieurs forces dirigées vers des centres 

Eixcs et fonctions de ses distances respectives r, r^,, à ces centres^ il suit 

de ce que nous avons prouvé au n"" 146 que l'intégrale des forces vives 

aurait encore lieu, et que la fonction des forces serait la somme des 

fonctions — mcp (r), — mçi (ri),... correspondantes à l'action de chaque 

centre en particulier. 

Exercices. 

t. Théorème de VilUirreau, — Dans le mouvement d'un point libre, on a toujours la 
relation 

P désignant le rayon vecteur mené du point mobile à une origine fixe, U le travail que 
développerait la force motrice P si, cette force devenant constante, le point mobile se 
transportait en ligne droite à Torigine. 

^' Remarquer que 11 = — (xX 4- yY -h zZ) et appliquer les équations (i). 

'• Lorsqu^un point libre se meut dans un plan sous l'action d*une force constamment 
p<^rpendicalairc au rayon vecteur p mené d'un centre fixe au point mobile, on a 
TequaCion 

d^_ dô« 

9 étant Tangle polaire. 
R. Conséquence du théorème précédent. 



CHAPTUlî XXI. 



i 




3.V DES FORMULES DU CHAPITRE PRÉCÉDENT A' 
MOUVEMENT D'UN POINT LIBRE. 

Mouvrmfnt d'un poinlpegant dans U vide. — Nnus supp^*i 
soDs un point molériel partant d'une position donnife —' ^_ 
avec nnc vitesse donnée, et soumis il'aillcurs à la sea^tf^ 
iiction lie tu pesanteur. Nous prenons pour plan XY r^f 
plan verticnl mené par ia direction ilc la vitesse Initiati^f^ 
la force motrice étant verticale, on a Z = o, d'où 



d'z 



■j- = consl. 



, d'après l'hypothèse, la vitesse intl 
= o pour I = o. Donc 



,\^^d 



Mais la constante est nulle, ca 
est dirigée dans le plan XY et v, 

dt"'^' 

si l'on prend pour origine la position initiale du mobile. Le mouve- 
ment a donc lieu dans le plan choisi pour plnn XY. Prenant l'axe OX 
horizontal, OY vertical dans le sens de la pesanteur, ce qui donne 

X ^ o, Y = ing, 
on aurn pour les L-quations différentielles du mouvement 
d*x (("y 

dï' = °' di^ = ^- 
Intégrons, désignons par va, « la vitesse initiale et l'angle qu'elle fait 
avec riiorizontnle OX, et observons qnc pour ( = O, on a u, ^i= pn eos a. 
r, = — l'u siii a. Nous trouvons 

Intégrant de nouveau cl observant que x, y sont nnh en nii'me temps 
que 1, on a 

X = r„( eos 3, y = - gC — rj sin a. 



J 
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Les équations (i) montrent que la composante horizontale de la vitesse 
fôt constante; sa composante verticale croit proportionnellement nu 
tenaps, et, d'abord négative, devient nulle pour 

, , Vo sin a 

3 t= > 

9 

puis est constamment positive. Le mouvement est donc d'abord nsccn- 
dant, puis descendant. Les formules (2) font connaître la position du 
mobile à un instant quelconque. 

Eliminant t entre les équations (2), on obtient pour l'équation de la tra- 
jectoire 

(4) y = — « — l X tg a. 

^^' ^ 2i?;cos«a ^ 

Cette trajectoire est donc une parabolcy dont l'axe vertical est dirigé 
dans le sens de la pesanteur. Pour déterminer son sommet A (x', y') ou 
^e point culminant de la trajectoire, posons dy = o, d'où 

vl sin acosa , r! sin* a 

9 ^ ^9 

Portons l'origine des coordonnées en ce point A : l'équation de la para- 
bole prendra la forme 

21?! cos* a 
x'= — y. 

9 ^ 

Le paramètre de la courbe a donc pour valeur — - — ^^ — 9 et ne dépend 

que de la composante horizontale de la vitesse initiale. Cherchons encore 
le point B où le mobile atteint l'horizontale OX. Faisons y «= o dans 
rëquation (4) : il viendra 



2))' sin a cos a 



9 
ce qui résulte d'ailleurs de la symétrie de la parabole par rapport à son 
axe. Cette distance 2x' se nomme Vamplitude du jet. Elle devient maxi- 
mum, pour une valeur donnée t^o de la vitesse initiale, lorsque sin 2a = i 
on a = 45*. 

On démontrera encore sans peine les propriétés suivantes du mouve- 
ment parabolique : i"* Toutes les trajectoires qui répondent à une même 



— 208 — 

vitesse initiale Vo et à des valeurs variables de a ont même directrice : 
c'est une parallèle à OX, dont l'ordonnée est 

2** Ces paraboles ont leurs sommets sur une ellipse qui a pour équation 

x'* -+- 4y'« ^ 4Ay' = o. 

3** L'enveloppe de ces paraboles, ou la courbe de sûreté, s'obtient par 
l'élimination de a entre Tcquation (4) et sa dérivée par rapport à a. C'est 
une parabole ayant pour équation 

y=-j— /*, ou x« = 4A (y -+- A). 

4® Si l'on veut déterminer a, pour une valeur donnée de Vo, de manière 
à faire passer le point mobile par une position donnée M (xi, yi) (pro- 
blême du tir), on est conduit à l'équation 

Xi 

Il y a donc deux valeurs réelles pour a si le point M est dans l'intérieur 
de la courbe de sûreté, une seule si M est sur cette courbe, aucune si ce 
point est en dehors. 

151. II. — Mouvement d'une planète autour du soleil, — Nous con- 
sidérons un point matériel M sollicité vers un centre fixe par une 
force proportionnelle à la masse m de, ce point, et en raison inverse du 
carré de sa distance r au point 0. La position et la vitesse initiale étant 
données, on demande le mouvement du point M. 

Nous avons vu (149) que le mobile décrit une courbe plane dont le 
plan passe par le centre d'action et la direction de la vitesse initiale : 
ce plan est donc bien connu par les données du problème et l'on peut le 
prendre pour plan XY, le point pour pôle, une droite OX pour axe 
polaire. Le théorème des aires a lieu et fournit l'équation 

(5) r^d^ = kdt, 
6 étant l'angle que fait le rayon vecteur r avec OX, A: une constante dont 
la signification est connue (149). 
La force qui agit sur le point M a pour expression, d'après l'hypothèse, 

r* 
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Il étant une constante qui dépend de rintensité d'action à l'unité de dis- 
tance. Appliquons ici le théorème de la force vive (149); nous aurons 

Ar)=^. ?('-) = fJ^^ J' (6) t,«=."^H-A, 

la constante h étant déterminée par l'équation 

(7) A = r:-^. 

Les équations (5) et (6) suffisent pour la solution du problème. A cause 
de la formule connue 

i'ëquation (6) peut s'écrire 

—dT* f-*-*' 

et l'éUmînation de dt entre cette équation et (5) donnera l'équation dif- 
férentielle de la trajectoire. On a successivement 

t«dr« . 2(1 *• .^. „ ^ kdr 

-T-r:î = »H — ;> (8) a9=di- 



r' 



\/-^ 



Pour intégrer cette expression de dO, posons 



d} = 



-=z, dou — = — dz, 
r r' 

Ardz kdz 



\/h -H 2fJlZ — fc'z* 



v/RFFf 



Le double signe montre que les variables r, G peuvent varier dans le 
même sens ou en sens contraire, il faut donc le conserver. On tire de 
l'équation précédente 

= C di arc.cos = C di arc cos 



>/ 






it 



i 



li 
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C désignant la constante introduite par l'intégration ; puis 



et enfin, mettant pour z sa valeur en r, 

r= • 

fx-^ |/JI«"TÂF cos (9 — C) 

Pour simplifier, nous poserons 



=/ 



, — =0(1— e"). 



Lu valeur de r deviendra 



I -H e cos (0 — C) 

Sous cetle forme, on voit que la trajectoire est une section conique 
dont est un (oyer et a le demi-axe focal. On sait que la courbe est une 
ellipse, une parabole ou une hyperbole, suivant que 6<i,6=i, e>x; \ 
c'est-a-dire, d'après l'expression de e, suivant que h est nëgatif, nul ou 
positif. Remontant à la valeur de A, nous trouvons donc que la trajectoire 
est une ellipse, une parabole ou une hyperbole, suivant que Ton a 

• 2a ^ 
I?; ^ <o, =0, >o. 

159. Pour plus de clarté^ nous supposerons dans ce qui suit que ^ 
soit <^ I, ou que le point décrive une ellipse. En outre, l'axe polaire 
OX pouvant être choisi arbitrairement dans le plan de l'ellipse, nou$ 
pouvons faire en sorte que C soit réduit à zéro : il suffit pour cela de 
prendre pour axe polaire le grand axe de la courbe. L'équation de 
celle-ci deviendra 

fl(l^£«) 
(9) »■== ^• 

^^' I -*- 6 cos 9 

Il reste à exprimer r et 9 en fonction du temps. Nous tirons d'abord, 
des relations (5) et (8), 

l/hr* -H 2ur — Ar* 



\A^?=? 
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s, des relations que nous avons posées, les valeurs de h et k en ^ 
iction de a, £ : 

jt« = ^a (i — e'), — ifc«A = ^(i — £*), A«— ff. 

Substituant dans Texpression de dt, nous aurons 

rdr 



(lo) 






|/ — r* -H 2ar — a* (i — e*) 



On peut obtenir l'intégrale par les méthodes ordinaires, mais on arrive 
k des résultats plus simples et plus élégants en posant, u désignant une 
variable auxiliaire, 

r ==o(i — e costt). 

On déduit effectivement de là^ sucessivemcnt, 

dr == ae sin udu, — r* -h 2ar — a* (i — e*) = a' e* sin Ui, 

et l'égalité (lo) devient, réductions faites, 

a* 
dtt=^ dz —r=z{i — e cos u) du. 

Intégrant et désignant par Ci une constante, on a 

*=»Cidt— — (tt — esinu), (ii) u — esinM = d= j/fJi 5-!-. 

Enfin, pour exprimer 6 en fonction de m, nous prendrons les égalités 

'-=a(i — e cos ti). 



I -♦- e cos 
d'où nous tirerons 

afi — e') = o (i — e cos tt) (i -+- e cos 0), cos = 

' I — e cos tt 

On obtient un résultat plus commode pour le calcul logarithmique en 
letlant cette équation sous les formes 

^ I -*- cos « . I — cos M 

I -♦- cos = (i — e) , I — cos = (i -+- e) 9 

I — e cos u ' 1 — e cos u 



*d*où Ton tire 
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I — COS0 14-ei — cos ti 
I-HCOS0 I — ei-H cos u 



ou enfin 



G /7T 



e u 



Cette formule élégante achève la solution du problème, les variables 
r, 0, t étant exprimées en fonction d'une même variable t#. 

Pour que le mobile fasse un tour entier et revienne à son point de 
départ, il faut que Tangle croisse de 21:, d*où il suit évidemment que 
Tangle u doit aussi varier de 27r. Or, d'après l'équation (11), si u augmente 
de 27r, sin u reprenant la même valeur, t croît d'une quantité T donnée 
par l'équation 

a.=i^.T, d'où ^=='^. 
a* " 

La constante fi étant invariable, T* sera proportionnel au cube du demi 
grand axe a de l'ellipse. 

Si l'on suppose le soleil immobile, que l'on réduise cet astre et 
une planète quelconque à deux points matériels, l'hypothèse de Newton 
consiste en ce qui le soleil attire cette planète proportionnellement à la 
masse de celle-ci et en raison inverse du carré de sa distance au soleil. 
Le mouvement de la planète sera donc régi par les formules que nous 
venons de trouver, et qui renferment les trois lois dites de Kepler : 

i^ Le rayon vecteur mené du soleil à la planète décrit une aire plane 
qui varie proportionnellement au temps; 

2** La planète décrit une ellipse dont le soleil est un des foyers ; 

3«» Les carrés des durées des révolutions des planètes sont etitr^eux 
comme les cubes des grands aies de leurs orbites. 

Exercices. 

i. Un point matériel, animé d'une vitesse initiale horizontale v,, décrit sous Taction 
d'une force verticale la chaînette 



X X 
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DéUrminer rinteosité de la force accélératrice, la vitesse correspondante à une posi-^ 
on donnée du point, le temps qu^il met à atteindre cette position ? 

R. De Péqualion X = o on tire x = v^t\ éliminant a;, on a y en fonction de /, d'où 
ty et Y. On trouve 

^ ^î V, « 

a* n Vq 

t. Un point décrit une cycloîde par Taction d*une force parallèle à la base. Trouver 
Texpression de la force accélératrice et celle do la vitesse en fonction de l*angle «, les 
^nations de la trajectoire étant 

x = a (« — sin w), y = a(i — cosu). 

n. On a 17-=» const. = a, v, = a tg - > X s= — ; , 

' 2 a sin w (i -h cos «) 

a 

I 
cos — w 
2 

S. Déterminer le mouvement d*un point sollicité vers un centre fixe par une force 
proportionnelle à sa distance à ce centre. 

^' LVigine étant en 0, les axes rectangulaires, soient a, ^ les coordonnées^ a', /S' les 
c<Mnposantes de la vitesse du point pour ^ =0; /a* une constante positive. Les équations 
<1q mouTement seront de la forme 

ul^nt et déterminant les constantes, on trouve 

a' â' 

x= a cos /a/ H sin fitf y = /8 cos /*<-+- — sîn fit : 

'*6ju«lion de la trajectoire est 

c est une ellipse dont est le centre. Mouvement périodique, dont la durée T = — • 

4. Un point se meut dans un plan sous Taction d^une force normale au rayon vecteur 
rmcnéd*un centre fixe à ce point; la vitesse angulaire w du rayon vecteur est con- 
stante. Trouver la trajectoire et le mouvement du point. 

2 2 ^ ' 

On suppose 6 nul avec i. Discuter le mouvement. 

•. Un point de masse m décrit une courbe par Faction d*une force passant par un 
Dtre et dont Pintensité m f (r) est une fonction de la distance à ce centre. Si 
r) est donné, trouver Téquation différentielle de la courbe en coordonnées polaires ; si 
courbe est connue, trouver la fonction f(r). 
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R. La combinaison des intégrales de la force vive et des aires 

v" = — 2f (r) -f- A, r*de = kdtj 
comme au N« iftf , conduit à Tcquation 

W 74ÏÏ^-^;5='*-2î>(r), d'où de = =t:— — z i; 

c'est réquation diffcrentielle de la trajectoire. Différentiant (a) et observant que 
ç>' (r) = /'(r), on a, pour l'expression de la force accélératrice, 



f{r) 






A 

•. Un point décrit la spirale logarithmique r =ae par l'action d'une force dirigée 
vers le pôle asymptote et fonction de r : trouver la force accélératrice P et la vitesse v en 
fonction de r. 

/?. Application du n<> précédent. On trouve 

k* k 

r" r 

k étant une constante. 

9. Même problème, la trajectoire étant une circonférence et le centre d'action 
placé sur la courbe. 
R. Prenant pour pôle, et désignant par fi une constante, on aura 

/•(r) = — ^, v^=zJL. 

•. Un point matériel est sollicité vers un centre fixe par deux forces, l'une attrac- 
tive et proportionnelle à la distance, l'autre répulsive et en raison inverse du cube de 
la distance. La vitesse initiale est normale au rayon vecteur : trouver le mouvement du 
point. 

R. Application des intégrales des aires et de la force vive. On a 



f(r) 



— — ^r-+-^j, u«==— I /iir«-+-^ W2A, r«rfe = *d/, 



r étant le rayon vecteur mené du point 0, hei k des constantes faciles à déduire des 
données initiales. Posant 

k Vo^o 

011 Irouvc 
Discuter la trajectoire dans !<■$ diflëreiits cas. 
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« 

•. Un point matériel est sollicité vers un centre fixe par une force dont Tcxpres- 
sion est 

2k* (a" + 6») 3iî:«a«6« 



/■w = 



r^ 



La distance initiale au point est a ; la vitesse initiale est normale au rayon vecteur 
et égale h k : a. Déterminer le mouvement du point. 

B. Appliquant encore les intégrales de la force vive et des aires^ et déterminant les 
constantes par les données initiales, on trouve 






de là on tire 

!•» = «• cos H -h 6* sin '0, 

la trajectoire est la podaire d*une ellipse par rapport à son centre. Ensuite on a 

2kl = («•-♦- 6*) -+- (a* — b*) sin 6 cos 6, 

la durée T d*une révolution complète est 7 » enfin, on a encore les relations 

. Ar« (a* cos" e -f- 6* sin» 6) dV Ar« ^,, 

W* = — * sa — — / (r). 

(a* cos» e -♦- 6* sin* 6)» dl* r» ' ^ ^ 

iO. Un point décrit une parabole autour d'un centre fixe qui l'attire suivant la loi 
de Newton. Trouver i» le temps / compris entre le passage au sommet et une position 
quelconque, en fonction de Tangle 6 qui fait le rayon vecteur avec Taxe ; itf» le temps T 
compris entre les passages en deux points donnés, en fonction de leur distance e et de 
leurs rayons vecteurs r et r'. 

R. Soit p le demi paramètre. D'après le N» ifti on aura 

p 
r = , k' = /xp, 

I -h cos e 

6 
et en appliquant l'équation des aires et posant tg - = ç, on trouvera 

2S 



2fit 



= p(çH-iç-) 



e' 

Soit, pour un second point donné, ç' = tg ~ ; transformant Téquation 



/ ç"-»- ÇÇ'-*-Ç'\ 
2/.T = p(i>-i)(i + * ^ 2-1 



on trouve 

s 3 

6,ttT |/p = (r -♦- r' -♦- c) ' — (r -+- r' — c) ' . 

il. Déterminer le mouvement d*un point pesant dans un milieu dont la résistance 
est directement opposée à la vitesse et proportionnelle à une fonction donnée de cette 
vitesse. 
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R, Soient tngf (v) cette résistance, f l'angle qui fait la direction de la ntesse avec 
l'horizontale OX; v^, « les valeurs de v et de ^ pour/ = o; Torigine aa point de départ. 
Les équations du mouvement seront 

d. V cos ^ , . d. i; sin 9 ^ / % . 

(I) — _!:= — ^^(v)cosç», — ^pl.= — y — p^(«)sinf. 

Eliminant ^(v), on a 

do V dp v* dp 

(2) u-r-s=i— ocos©, d'où dt = î— t df= t 

^ ' dt ^ rf ^ cos y y C08 y 

dx=:cospds = df, dy:=8infds = tg^ap. 

y y 

Eliminant dt entre (i) et (2) on obtient l'équation à deux variables 

(3) d. vcoSf» = u/'(u)djP, 

dont l'intégration donnerait v, et par suite ty x^ y y en fontion de ^. On intègre par 
approximation en supposant que, sur une portion de la trajectoire, 9 varie assez peu 
pour que l'on puisse écrire 

. , X /"(«vcoso) 

f (v) = — i^ , 

» cos y 

t étant une constante convenable. 
Posant alors tv cos f = u), gv^ cos a = f&o» on trouve 

df tdw Ç^ dw I Ç*^ dw 



cos-^=J7m' '«^=^«"-*'^5«,,iî7H' '="^kA-) 



X 



i^C^ wdw l{^ JULÏ i^ ^^ 1 



Le problème est ramené aux quadratures. Dans le cas d'une résistance proportionnelle 
au carré de la vitesse, f(v) =/iiu". On trouve, calcul fait, 

Wo I , Wo I . , 
W= -I Xss, 1 = 1. (l-hOttlCoO, 

i-^gfiWoi gtfi u) Çifji ^ 9' ' n 

« /i i\ gtt ghul* 

tgy = tg *-♦- — ( )=stga— ^ ^-^—; 

2{Ji\w; w^J ^ w„ 2 ' 

I /tga I \ / o/< 

gfjLy i 2/iwlJ ^'^ ' 2uWa 4 * 

y = »tgaH ^aîH -— (i — e»^*'). 

équation de la trajectoire. (Voir, pour l'usage de ces équations, la nnlistique extérieure^ 
par M. De Tillt, pp 7^-\\^). 
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CHAPITRE XXII 

MOUVEMENT D'UN POINT SUR UNE COURBE FIXE. 

15S. Dans les problèmes que nous avons à étudier, où il s*agit du 
mouvement d'un point qui n'est pas libre, nous nommons force conservée 
d'un point la résultante des forces motrices qui agissent sur lui à l'instant 
considéré et des réactions qu'il éprouve de la part des obstacles. C'est, en 
d'autres termes, la force qui, appliquée au même point supposé entière- 
ment libre, lui communiquerait le même mouvement qu'il possède dans 
les conditions où 11 se trouve. Elle est donc représentée en grandeur et en 
direction par l'accélération multipliée par la masse du point. 

Considérons d'abord un point qui se meut, sous l'action d'une force P, 
sur une courbe fixe dont on néglige le frottement : nous regarderons le 
point comme libre, en joignant à la force P la réaction normale inconnue 
N de la courbe. Soient X, Y, Z les composantes rectangulaires de la force 
P; X, y, z les coordonnées du mobile; X, |ul, v les angles directeurs de la 
réaction N; les équations du mouvement d'un point libre (139) donnent 

m-r-r-=X-+-N cos A, 

m--7-f-= Y -I- N cos /x, 

d}z 
»w-T-r-= z -*- N cos V. 

A ces équations, on joindra celles de la courbe donnée 

F (x, y, z) = G, F, (x, y, z) = o, 

la relation connue 

cos'A -h cos' it. -H cos'v =3 I , 

et enfin celle-ci, qui exprime que la réaction N est normale à la direction 
de la vitesse, 

cos y dx -¥- cos fidy -^ cos v dz==o. 

On aura un système de sept équations pour déterminer les sept fonc- 
tions inconnues du temps x, y, jz, N, X, p, v. Mais la complication de ce 
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syslème dans In pliipail <lcs a\i ne permet pas de l'utiliser, e( l'on i^iiit 
uaii autre mëtliode. 

Les (i<|ualions de la courbe détcrmtnnnt deux des vni-iables i, y, z en 
fonction de la troisième, il suffit (Evidemment Uc trouver une relation 
entre l'une d'elles et le temps pour achever la solution. Or, l'intégrale 
de In force vive fournit, dans bcnucoup de cas, cette relation. Supposons, 
en effet, qu'il existe une fonction des forces et que l'on ait 

X(/x -t- Ydy -+- 7.dz = m d<f (x, y, i), 
d'où n'sullc, comme nous l'avons prouvé, l'équation 

C étant une constante que l'état initial fait connaître. Résolvant les équa- 
tions F := o, F, ^ o par rapport à x, y, paj 



Substituant ces valeui 
trouve 



dx' -t- dy* •+■ (/:* 
Si* " 



(It* 



iple, o 



■/;wi- 



< de X, y, v' dans l'intégrale de la force vivi 



s [1 + /'(--i- -*- mm = 2 f !/■(>). /■.(=). --)*<;, 



ji. 



.j=i/i-^rw-^/-;(r)- 



déduira z en fonclii 

détermine par lu vali 

IA4. Le mouvem 



I 



letion de : par une quadmllire, et V\ 
'. La constante introduite par t'inlégralion ne 
squi répond ii ( = o. 
l'émeut connu, lu réaction N se trouvera par une con- 
tilruclion très-simple. Soient Pi, Pi les composantes de P 
Inngcnticllcmentct normalement à la courbe. R le rayon 
de courbure en M. La réaction N est dans le plan normal 
P,MZ, sa composante tangentielle est donc nulle; d'où il 
suit que la composante normale MZ de la force conservée 
(résullanic de Pet de N), laquelle est mv* : R, sera la 
ésultnnlcdc P* etdelS. D'nuti-c part. In force ceutrirugc MZ| ùSt égala « 
ipposcc à MZ; la pression Ni du mobile sur la courbe Rie CSl '""' 
ipjtoséc à N ; le pnrnllélo(;rnnime MPaNiZi nous fail donc voir qii 
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la rdsiilLHiilc de Pi et ili' MZ, ; (lime lorsqu'un poiiil parcotirl 

fixe sang frolte.meiil, lu premon qu'il exeree sur elle est la résultante a 

la force centri/uije et de la composante normale de la force motrice. 
Or, la composante normale P, est connue ; U* est connu par l'iSqua^ 

lion de la Force vive, R par les équalions de la courbe; la fopc 

centrifuge est donc connue, uirtsi que sa diPcclion qui est celle ditf 

prolongement du rayon de courbure. On peut donc conslruirc N par O 

qui prdcède. 
ISS. Mouvement d'un point pesant sur an cercle v 

du pendule simple. — Concevons que la courbe fixe 1 

soit un cercle vertical, de rayon l; que le point 
I mobile M soit soumis seulcmentà l'action de la pesa 
I leur. Soient OX un diamètre horiionliit, OZ le dia- | 

mcire veriical mené dans le sens de la jicsantcur. 

Nous avons d'abord l'intégrale de la force vive 
(,) ,-' = 2s,î + C; 
' In constante C est dcicrmince par la formule C =: vi~~ 2yz„, co, =„ se 

rapportant à (=^o. Celle équation fait déjfi connaître quelques propriétiia 
I du mouvement du poinl. Chaque fois que z repasse par la même valeur 

oti que le mobile se retrouve k la même hauteur au-dessus du poinl le ■ 
I plus bas B, la vitesse reprend 
I toujoui-s croissante avec x. Les d< 
I trois cas dilTéicnls du 

* Pour que la vitesse s'annule, 



Or, cette condition ne peut se 
I b rester sur le cercle, que si cette 
h /, Supposons donc d'nbord 



rt.V»/. - 


- ThforU 


H 


■ 


bêê 


■rij 


H 


WÊ 




La vitesse o ne poujra devenir nulle en aucun point de 
I rencc; le mobile continuera donc & se mouvoir toujours dans le même 
I uns en parcourant la circonférence entière, avec une vitesse allernativ*- 1 
I me m croissante et ddcroissantc. La vitesse maximum correspondrai z=^l, ] 
lu point H; la lilcssc niitiiniiim il î = — (, ou nu poinl culminant C. 



2° Supposons les données iiiilinks iclle^quc l'on oil 
— — = — / ou C = 2pi. 

la vitesse tlii poinl ne pourra s'tinnuler que pour r = — l, 1 
point culminant C : si le mobile atteint eetle pusUion, comme In fiiT 
motrice y est détruite par In réaction de la courbe et que la vitesse est 
nulle, le point restent indélinimenl en repos ; mais si l'on cherche le 
temps { que le mobile mettrait h atteindre le point C, on trouve une 
\nleur înlinic, ce qui montre que C est un point asymptote dont le mobile 
s'approelicrp indéQnimftnt sans jamais y arriver. Ce cas singulier osl 
évidemment sans importance pratique. 

5' Le cas le plus important est celui où l'on a 



- / nu 



=? 



</, C<2ji. 



Remarquons d'ailleurs que l'hypothèse C < — 2gl est impossiblfl^l 



l'équî 



1(1) entrain. 



v'<2g{z-l) ou r'<o, 
ce qui est absurde. Dans l'hypollulse actuelle on a 

_£^M(-(, + 0, 

et, par eonaéquent, la vitesse v deviendra nulle, comme n 

remarqué, pour = = ■ Menons la droite horizontale DE représe 

par cette éj;;alité. Le mobile ne pourra jamais s'élever nii-dcssus de ei 
droite, car l'on aurait alors 



= <- 



23 



23Ï — C < o, 



'<o. 



Lorsque le point M atteint l'un des pointa D, E, par exemple le | 
micr, sa vitesse est nulle; comme le point D n'est pas une positl 
d'équilibre, le mobile descendra suivant DB avec nnc vitesse croissanle 
jusqu'en B, où t; est maximum. Il s'élèvera ensuite suivant BE, et an 
vitesse, en vertu de In relation (i), sera maintenant décroissante, 
jusqu'h s'annuler en E. 

En ce point, comme en D, l'équilibre n'ayant pas Heu, le moblU 
redescendra suivant l'arc ER avec une vitcs§c croissanle, puis pRrcooi 
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)*arc BD et arrivera en D avec une vitesse nulle, et ainsi du suite. En 
résumé, le mobile aura un mouvement oscillatoire de part et d'autre de 
la verticale Gfi^ et comme la vitesse est toujours la même aux mêmes 
points de la trajectoire, il est visible que la durée des oscillations est 
invariable. 

166. Déterminons la position du mobile en fonction du temps. Soit 
l'angle MOB que fait le rayon vecteur OM avec la verticale OZ, cet angle 
étant compté positif à gauche^ négatif à droite de OZ; nommons a la 
valeur de 9 qui répond au point D où la vitesse s'annule. En vertu des 
relations 

zs=slcosOy u' = , , = i* j .- > o = 2ai cos a -♦- C, 

réquation (i) prend la forme 

^«-^(cosG-cosa), 
d'où 



dt 



V ^Sfi/cosG— cosa ^V 9 



dQ 



i/cosG — cosa ^y 9 /..« .^0 

% / sin' sin*- 

V 2 2 



G 
2 



Le signe + correspond évidemment au mouvement dans le sens EBD, 
G et t variant dans le même sens; le signe — au mouvement dans le sens 
DBE. Posons encore 

. a I .G . 
sm - «= A:, sin - = A;x, 
2 2 

d'où il suit, G étant toujours compris entre — a et -t- a, que A; et x sont 
numériquement moindres que Punité. Nous aurons 



cos- dO = 2kdx. dG = » % / sin* sin* -= A i/i — a;*, 

et par suite 

Admettons que l'on compte le temps à partir de l'instant où le mobile 
est en D : pour ( = o, on aura donc G es a, x =» i, et comme le mouvc- 



ment a lieu dans le sens DBK, il faut d'Mbon! prendre le signe — dans 
l'expression de dt. Nous aurons donc, en intégrant. 



(2> 



-v45: 



l/(.->>)(.-*V) 



et le temps s'exprimera en ronciion de x par une inlégralc elliptique de 
première espèce. Sous avons trouve dans le calcul intégral (Coims 
d'An., 25S), x ntk étant moindres que l'unitf^, la série convergeota 

Jo/(i— a:')(i-it'ir») L \^/ \2-4/ J 

ce qui permettrait d'exprimer ( en fonelion de x avec une approxinuUC 

T 
indclinie. Bornons-nous iei à évaluer le temps - que le point met i par- 
courir l'arc DB et h arriver au bas du cercle, ce qui correspond du 
formule (2) à x=^a. Il viendra ainsi 



=vli: 



/(. -!•){. -*V) 



vp:-a)'-(^)- 



(3) 



Or, ce temps est la moitié de celui que le mobile met a parcourir l'arc 
DUE, d'après la remarque faite ci-dessus; T représente donc la dtu^c 
d'une demi-oscillalioa du mobile de part et d'autre de sa position 
d'équilibre, et si nous remplaçons k par en valeur, nous ai 
culte durée 

Cette série convci^e d'autant rapidement que x est plus petit. 

IttT. Le pendule simple est un appareil idéal composé d'un ] 
matériel pesant M, suspendu par un fil ou une tige sans masse et de lon- 
gueur invariable h un point fixe autour duquel la tige peut tourner 
librement. On écarte la tige de la verticale et l'on abandonne le systèmo 
il l'action de la pesanteur : le point M décrira évidemment un cercle ver- 
tical dont le centre est en 0, cl son mouvement suivra les lois ei-dosstis. 
I.J1 tige oscillera de part et d'autre de la verticale OD ; la durée T ^ 
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Icmi-oscillation du pendule sera donnée par la formule (3) dans laquelle / 
désignera la longueur du pendule et a son écart initial par rapporta OB. 
Lorsque cet écart est très-petit, il est permis de négliger les termes de la 

série qui renferment le carré de sin - a, et l'on obtient la formule 



2 
approchée 



V^ 



(4) T 

9 

La durée Test donc indépendante de la valeur de l'écart initial a ou de 
l^amplitude des oscillations. Cette propriété, qui constitue ce que l'on 
nomme Visochronisme des oscillations du pendule, est des plus impor- 
tantes ; elle sert de base à l'application du pendule pour régler le mouve- 
ment des horloges. Dans des recherches de précision, lorsque l'angle a 
est un peu plus grand et que l'on a besoin d'en tenir compte^ on con- 

a, ce 
serve un terme de plus dans la série (3) et l'on y remplace sin -par-» 

ce qui donne 

T = 7r%/-(i-t- isin*- | = îr\/ -( I -t-"^]- 

Dans un pendule réel, la masse pesante a toujours des dimensions 
finies, et de plus la tige a également une masse et un poids déterminés; 
néanmoins, nous verrons que le calcul des oscillations de ce pendule maté- 
riel se ramène à celui du mouvement d'un certain pendule simple, et par 
suite aux formules précédentes. 

t6§. D'après la formule approchée (4), la durée de l'oscillation du 
pendule est proportionnelle à la racine carrée de sa longueur; elle est en 
outre en raison inverse de l'accélération g due à la pesanteur, et ceci 
fournit un moyen précis de mesurer l'intensité de la pesanteur en un 
lieu donné de la terre. Supposons, en cffet^ que l'on fasse en ce lieu 
osciller un pendule de longueur /, et que l'on compte le nombre n des 
oscillations dans un temps 9. On aura donc, T étant la durée d'une demi- 
oscillation. 



2n 2n y 9 



et par suite 
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Les qunnlitës qui figurent dans le secoad membre ctanl mesurée» atec 
cxBclîtude, on en dâduirn la valeur de ^. C'est par ce moyen tjiie l'un 1 
df^lerminé le nombre 9,80896 dont nous avons Tait usogc, et que l'oni 
constnté les lois de la vnrîntion de I» pcsnnlcur suivant la latitude. 

1A9. Nous avons fuît otistraction jusqu'ici du frottement quel* 
cou l'be exerce sur le point mobile. Nous allons considérer, poiirpla^ 
île généralité, que le mobile éprouve, soit par le frottement du 1* 
courbe, soit par la résistance d'un milieu ambiant, une rénclion R 
directement opposée à la vitesse du point et rcpitisentée par une foncli"" 
m/'{v) de cette vitesse. Pour parvenir simplement fi l'équaiîon du n1ouv^ 
ment, écrivons que le travail élémentaire do la force motrice P augmente 
de celui de la réaction R égale le demi-accruissement de la force vivo 
dans le temps infinimenl petit Ai. Nous aurons l'équation 



«/.- 



= Prfscos(P,«}~m/"(«)(/s, 



car fos (It, \>) = — I. Admettons, de plus, que P ait une fonction dM 

lorccs m<f (x, </, s) ; l'équation précédente deviendra 

(5} ((. u« == 2 (I. ç. (x, y, z) — a /"fu) As. 

Au moyen des équations de la courbe, on exprimera or, y, z en foûc- 

(/* 
tion d'une même variable auxiliaire 0, et par suite, i; ou -7- en fonction de 

et -T- - On aura donc à intégrer une équation diiférenticllc du second 

ordre entre et I, et si l'on résout ce problème, x, y, x seront con iHWB 
fooclion du temps et le mouvement du point sera ronnu. 



i« temps ^gil i 



^^ 



.it .■.,.„ j,. 



ur un poiul pcMtit 
vitaïc en C nulle. 



Le rrollcineiit usl juppoac iicgiîgrrabic. 

a. t'n poiiK peiHiit te meut «ans riDlteinviil !Ur uov cyriuîdc ri 
iaiil«lc. Déterminer son mouvomcnt «l eu parlicolirr ie temps T que le laubUe n 
nrrivcr »u p«iiit le plus bas île In courbe. 



R. Appelons a le rayon du cercle générateur, z la dislance MP du mobile à la base, 
<r^ la valeur de z correspondante au point A où la vitesse est nulle ; s Parc BM compte 
du point le plus bas jusqu*en M, «o l*arc BA. On a les formules 

w» s=s 2i/z -t- C, o = zqZq -4- C, V* = 2g (z — Zo). 

€)n trouve facilement, soit par Texpression connue de Parc de cycloïde, soit par la 
prcpriété de la développée, la relation 

8 = 2 i/2rt (2a — z), 
^""où Ton tire 

<* »l ds* g 

/a de t /g 

Le point M a un mouvement oscillatoire de part et d*autre du point B. On a 




la durée de Toscillation est indépendante de l'amplitude : la cycloîde est une courbe 
/aii/ocArone. 

S. Un point pesant parcourt sans frottement une hélice dont Taxe est vertical. Déter- 
miner le mouvement du point, sa vitesse à un instant donné, la réaction normale de 
rhélice. 

R, L*aze des z positifs suivant Taxe de l'hélice, de haut en bas ; le plan XY passant 
par le point où la vitesse est nulle; a le rayon du cylindre, r Tanglc sous lequel Thélice 

coupe les génératrices du cylindre. On trouve 

g(^ 

zzsz'i— cos* T, v = gi cos T {âtouv. unif, varié) . 
2 

La réaction normale de Thélice est la résultante d*une force égale à 

mg^l* cos* T sin" t 2 mgz sin* t 

a a 

dirigée perpendiculairement i Taxe, et d*une force verticale mg sin t en sens contraire 
de la pesanteur. 

4. Un point M, sollicité vers un centre par une force qui est une fonction donnée 
mf{r) de la distance OM =:r, est assujetti à se mouvoir sans frottement sur une droite 
fixe AX. 11 est écarté d*une très-petite quantité x^ de la projection A du point O sur la 
droite fixe, et abandonné sans vitesse. Quel est son mouvement? 

/l. Appelons» la distance AM, a la perpendiculaire OA ; Péquation du mouvement 

d*x X 

15 
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en observant que r = y/a* -4- a;* et négligeant les termes en «■ dans le développe!»'*^ 
de t*-* et de /"(r), devient 



â^x r , f(n)l 



On lire de là 

X =: «0 cos /i(, V = — juiXo sin /»/• 
Mouvement oscillatoire périodique. 

ft. Un point se meut sans frottement sur une spirale logarithmique r-=-(^^ ' 
sous Puction d'une force dirigée vers le pôle et égale à m^n : r". Pour < = o, on a rss^^^ °» 
r = a. Déterminer le temps T que le mobile met à atteindre le pôle 0. 

U. L'intégrale de la force vive donne 



,..-„(;-:) 



Exprimant de en fonction de r et dr, on trouvera 

•. Mouvement d'un point pesant sur un cercle vertical, en supposant une résistance 
directement opposée a la vitesse et proportionnelle à ceile-ci {Pendule êimple ânns vn 
milieu rénûilanl). 

H. Soient / le rayon du cercle, l'angle du pendule avec la verticale. On fera dans 
l'équation (5) 

dn dB 

t> = — /-- ï f(v) = — kl---i o(x, y, z) = gl cos 9, rf« = — W6, 
dt dt 

et l'on aura pour l'équation différentielle du mouvement 

d«0 dO g . ^ 
dt* dt l 

Pour de très-petites oscillations, on peut remplacer sin par 6; on retombe sur 
l'équation de l'ex. 5, ch. XIX. Les conclusions trouvées sont applicables. Mouvement 
oscillatoire à oscillations de durée constante, d'amplitude décroissante. 



OHAPITKE Xim. 

MOUVEMENT P'UM POINT MATÉRIEI. SUR UNE SURFACE FIXE. 

KO. Lorsqu'un point iiiairriel csr nssujetli sur une surface fixe, doiil 
Féqualion 

f {':. !/. =1 = o 

i donnée el dont le frottemenl est npgligcnble, on peut encore npplîqucr 
) équations du mouvement d'un point libre en joignant h la force 
lotrice P la riJaclion normale N de la surraoe. Les eosinus directeurs de 
paont (SI) 

Vdx' V dij' V dz ' 
kics équations dilTdrentielleB du mouvement seront par conséquenl, 






Vd%' 



d^ 
" df 



— =Z± 



"V(/y 
V dz' 



LL'équatinn de la surrace, jointe nux équations (i) ctauxdotinées initia- 

I, détermine les quatre fonctions inconnues du temps x, y, z cl Ff . 
Ile double signe qui affecle les termes en Nsc rapportoaux deux direc- 
Kos opposées suivant lesquelles la réaction de la surface peut agir, l'une 
(l'autre inlirieure. On considérera (±N) comme uncineon- 
le que l'on éliminera entre les équations (i), cl lorsque l'on aurn trouvé 
^y, I en fonction de t, la substitution de leurs valeurs dans une des 
ïqunlinns (i) donnera In voleur de {=b:N), el par le signe qu'elle lui 
attribuera fera eonnaîlre si c'est le signe supérieur ou le signe inférieur 
qu'il faut adopter dans les équations (i) : par suite, on saura dans quel 

s la réaction K s'exerce. 
I 161. Lorsqu'il existe une fonction des forces, on a 

Xdx ^ \dy -H Z(/r = «1 d.tf (x, y, :), 
I l'intégrale de la force vive n lieu (143), ce qui facilite ta solution du 
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problùmc. On montre rn il THcileraent, comme nous l'uvons fait pour U 
mouvement sur une courbe Rxe, i]ur In pression sur In stirroce e«l 1« 
rf^suIUmlc de la Torec eenlrirut;e et de la composante de P normaiemcEif 
Ji In irfljceloirc ; mais comme ieî la première de ces deux forces o'esl jv^* 
connue en direction, cette eonsirnction n'offre plus les mêmes avnntago^' 
Si le point mobile n'est sollieilc par aucune force motrice P cl «lue ** 
réneiion de In surrnce agisse seule, riutégrnic de la lorcc vive devient 

le mouvement est uniforme. De plus, la composante normale de P disf>* 
ruissnnt, In pression dn point sur la surface se confond en grandeur et * 
direction nvec la force centrifuge »' : B ; donc U rayon de covrhure He 
trajectoire est dirigé, en chaque jiotnt, suivant la normale li la surfis 
Fi=o. Une courbe tract'esur une surface el jouissant de In proprielcpr" 
cedenle se nomuic une li^ne géodésitjae de la surface : elle est, en gëiw 
rsl, la pins courte ijuo l'on puisse mener sur celle^i entre deux que^ 
ciinques de ses points. 

10Î Ciïminr exemple du mouvement d'un point sur une surface^ 
nous étudierons celui d'un point pesant sur une surfnc- 
«plu-riiiue. Prenons le centre O pour origine, l'axée 
positif OZ verticn] dans le sens de In pesanteur; suit 10 
le rayon de la sphère. On a ici 

.\ = o, Y = o, Z = mj. 
:1c In normale en H {x, y, r) vers le centre Autt 




nous aurons, en considdrnni pour éviter les dou- 



bles signes, In i|unntiti5 N cot 
tjon agit vers l'inlcrieurou v 



(2) 
L'L'qusiioi 



N.r 



de In force vive devient 

(3) u* = agi 
-iables l'angle ijui 



ne positive ou ncgniivc selon que la réac- 
s t'cxlérieur de lu spbèi-e, 



= inij 



Introduisons comme variables l'angle rjuc fait le rn; 
et l'angle -i^ t\aa fait le plan mobile ZOM ovee le plan fixe XZ. L« vitesse 

angulMiredn plan ZOM nu tour de In vcrticnic i5lnnt-i, 
«I 



vitesse d'c 
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dit 
iraincment du point M par ce plau sera a sin G -/ ; sa vitesse relative 

^nlcs sont perpendiculaires Tune à l'autre^on a, pour la vitesse totale v, 



\dt* 



dt*J 



Substituons dans (3), divisons par a*, remplaçons z par a cos 6, 
posons C = a*h; il viendra 

(4) TL -^ sin* G-r- = — cos G -H h, 
^^' dt* dt* a 

D*autre part, la force motrice mg et la réaction N étant toutes deux dans 
'e plan vertical ZOM, leur résultante va rencontrer l'axe OZ, et le théo- 
rème des aires a lieu pour le plan XY (14!l). On a donc 

pM^J; = o« sin*Grfi{/ = Cl rf(, 
ou, divisant para* sin *Odt et posant Ci =o*Â*, 

(5) î^=-^ • 
^^^ dt sin* G 

^^élimination de Dt^ entre (4) cl (5) conduit à Tcquation 

(6) -— =A -♦--^cosG t-tt;' 

^ ' dl* a siu^G 

♦^'011 l'on tire 

sin GrfG 
f/( = db 



\/A-^^cosG^sin«G 

ou encore, en posant cos G = u, 

du 
(7) dt = zp 



\/(*-?") 



(i__u*) — A« 



La valeur de t en fonction de u s'obtient ainsi par une quadrature qui 
se ramène aux intégrales elliptiques (*) ; connaissant t en fonction de 
cos S, on en déduit G en fonction de f. L'équation (5) devient 

kdu 

(8) d^ = zp 



{i—u')\/fh -t-^tiVi — u«) - k* 



(*) Cette solution sera développée daus la seconde purtie du cours. 



dt = dti 
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Les constantes h^ket celles qu'introduisent les quadratures (7) et C^) 
se déterminent par les données initiales. Soient 9o, ^o, 6i, ^'^ les valeurs? 
pour f = o, de 0, ^, et de leurs dérivées par rapport au temps. On a,p*' 
les équations (4) et (5) 

A == e;« -♦- J;:* sin« Go — ^ cos 9o. A = tL^ sin« Gc 

a 

Quand ^^ = o, ou que la vitesse initiale du mobile est dans un p^^^ 
passant par la verticale OZ^ A;=o et Ton retombe, comme on le voit i0 
lement, sur l'équalion du mouvement du pendule simple. 

On détermine la réaction N pour une position quelconque du poJ 
mobile, en ajoutant membre à membre les équations (2] multipliées r 
peclivement par x, y, z. On a 

/ d*x d}y d^z\ x«-4-y«-^if« 

Mais la relation x' -4- y' -♦- z* = a', différentiéc deux fois, donne 
dx dy dz d*x d*v d*z 

X h t/-^-t- z = O. X h t/ ^ -4- Z = — r • 

dt ^ dt dt ' dt* ^ dt^ dt* ' 

ce qui transforme l'équation ci-dessus en celle-ci 

^^ ni (r* H- gz) ^ m (sgz -i- C) ^ 
a a 

en vertu de Féqualion (3). Cette formule montre que N est toujours 
positif en même temps que jz, c'est-à-dire que la réaction N est dirigée 
vers rintérieur de la splièrc lorsque le mobile est au-dessous du plan 
horizontal mené par le centre 0. 

163. La solution du problème s'achève entièrement quand on sup- 
pose (|uc l'angle G reste toujours très-petit pendant toute la durée du 
mouvement, en sorte que le mobile s'éloigne toujours très-peu du point 
le plus bas fi. Négligeant le cube de 6, on posera alors 

sin = 0, cos =-- I » 

2 

et l'on aura 

0(/9 /a OdQ 



-Vl- 



v/"-?(-î)"-" ^ w-'Hj-y-\ 
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l^^^nons par «*, ^* les valeurs de 6* pour lesquelles la qualité sous le 
radical s'évanouit, valeurs faciles h calculer. Nous pourrons écrire 

/o" m ^ /^ M9 

Si/— e*-v(a»+3')9— «'3* ~ V 9 



v/ë 



Intégrant et observant que la constante est nulle, si Ton compte le 
temps t à partir de Tinstant où 6 = a, on aura 



v4 



20« — (a* -^ 8«) 
arccos — 



20» - {a« H- (3«) = (a« — (3«) cos 2f %/2 , 
ou enfin 

(9) G« = a«cosM%/?-f-(3«sin«(y /2. 

Cette équation montre que Tangle oscille périodiquement entre les 
HmitesO =s a, = ^, la durée r de la période comprise entre ce maximum 



^^ ce minimum de l'angle G étant 



n/Ï 



Pour calculer Tangle ^ en fonction du temps, reprenons Téquation (5) : 
^^ viendra, avec l'approximation adoptée, 

kdt kdt kdt 



8in« e« 



a} cos* ( %/ ? -t- (3* sin« t \/ ^ 



L'intégration donne, en choisissant le plan XZ de telle façon que l'on 
niiij; =3 o pour < == o. 



y/i'arc,«(^?tg«y/| 



Ou simplifie cette expression de ^ en remarquant ([ue, d'après lu signi- 
licalion des quantités a', |3*, on a 



donc 



>/: 



fy/|), ou ,g^ = ê,g,^| 



Cette équation détermine Tanglc ^ en fonction de f, et fait voir que 
croît indéûniment avec t, en passant par les valeurs o, - > tt, — > air..- 

2 2 

aux époques i = o, r, 2t, 37, 47,..., c'est-à-dire aux cpoq<Jcs corres- 
pondantes au maximum et au minimum de Tangle G. Le plan ZOM tourne 
donc autour de la verticale OZ, toujours dans le même sens, en M- 

A" 

sant une révolution entière dans un temps égal à 47 = 27r% / - • 
Enfin, l'on déduit de la relation entre ^ et t 



sin ^ cos vp I ^^ 



(3 sin t %/? a cos t %/ ? Ta» cos» t %/? -*- P« sin« t % /? j^ 

d'où 

9 sin ^J; = l3sin t\/ -, 9 cos i}^ == acosf% /?, 
et, par suite, 

X = a sin G cos ^ = oG cos ^ = aa, cos ^ \ / - » 
y = a sin 9 sin ^{; = aG sin ^ = a(3 sin ( % / - , 



9 



d'oïl enfin, éliminant f, 



— -+- — = a» 

a« (3« 



Cette équation représente la trajectoire de la projection du point 
mobile sur le plan XY; elle montre que cette projection décrit une petite 
ellipse dont le centre est en 0, et dont les demi-axes sont aa, a|3. 



Exercices, 



«. Mouvement d'un point pesant sur un plan incliné, sans froltement. 

R. Prenons le point de départ pour origine O, Taxe OZ vertical dans le sens de la 
pesanteur; l'axe OY horizontal dans le plan incliné; soient oc Tinclinaison du plan 
sous le plan horizontal, v^ la vitesse initiale dans le plan, /9 l'angle que sa direction fait 
avec OY. Les équations du mouvement seront 

m— -- =: N sin a, m-r-; = o, m—— ^zmg — N cos «, 
dl* ' dl* ^ dt* 
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eiron trouvera 



= 1' — sina — V9I siD /i I cos ce, y = «<,/ cos ^, ^^^l — sin a — Vo^sin /9 I sin a, 






mg cos a. 



1^ Urajectoire est ane parabole; la pression sur le plan est constante. 

'• Un point matériel pesant se meut sur une surface en s*écarlant toujours très-peu 
dQ point le plus bas O de celle-ci ; déterminer son mouvement. 

A* Plaçons Porigine en 0, Taxe des z vertical vers le haut, le plan XY horizontal 
^i^S^nt ï la surface en O ; x, y, z sont supposés rester très -petits. Développant z par la 
formule deMaclaurin suivant les puissances de x, y ; observant que Zq, Pq, q^ sont nuls, 
ft Dégligeant les termes du S*»* ordre en x^ y y on obtient un résultat de la forme 

« = - {r^ -4- a«o*y -4- 'oy*) 

90e Ton réduit, par un choix convenable des axes OX, OY, ù la forme 

a:* y« 

Il A' étant des constantes connues. En négligeant toujours les termes d*ordre snpérieur, 
on IrouTc 

d^x N« dV Ny d}z 

5?r=""¥' d?="H^* d?ï="^"*-^' ^ = ^' 

dou 

equatious faciles à intégrer. Discuter les formules. 

'• Uo point est assujetti à se mouvoir sur la surface conique z* = 2xy ; les compo- 
santes de la force accélératrice qui le sollicite sont 

X y Z 

determiQgp^Q mouvement et la réaction de la surface. Examiner en particulier le cas 
ou la vitesse initiale est perpendiculaire au rayon vecteur. 

'^' Formant les équations (i), et éliminant iN par des combinaisons convenables, on 
trouve les intégrales 

«• -♦- y* -t- z" = 2/*/ -H V, 05* — y* = 2/1 -4- v', 
y» *iM', / étant des constantes que déterminent les données initiales. Combinées avec 
I équation de la surface, ces équations donnent 

*-t-y = |/2/A/-4-v, x — yz=zÎ!tl^L_, 

j» • „ |/2/*< -t- V 

ou 1 00 tire ensuite 

«= — » y = — i= — "^ 1 

2 |/2/x< -4- V 2 1/ 2/x < -4- V 

ji — (^A*^ -^ W* — (g/*'^ -♦■ vQ' 
2 (2/a/ -4- v) 
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EafiD, les équations différentielles du mouvement donnent 

I eP.afl I d*.y* 

2JÎ dl* zy d<" 

Dans le cas particulier indique, /u est nul, r est constant, la projection de la trtj<^ 
toire sur le plan XY est une droite « -t- y i= ^/v, etc. I '**^ 

4. Lorsqu*un point M se meut sur une surface sous Faction d^une force accélénfi^ | ij: 
P, si y désigne Tangle compris entre la direction de P et celle de la normale & It***'* 
face en M, « Pangle compris entre la projection de P sur le plan tangent en M «* * 
vitesse du point, 6 Tangle du plan osculateui* de la trajectoire avec le plan tang^ott ? 
Tangle de contingence de la trajectoire, N la réaction de la surface, démontrer que 1«** 

V* cos Odf = P sin y sin ad», N = «• sin 6 -i- — P cos y, 

^ f ciis cot « rfv . „, » 

w =: Ce J (c = const.) . 

Cas où la surface est plane et la direction de P constante. . 

ft. Démontrer que si un point se meut sur une surface sphérique de rayon cg^* . 
Tunité, la direction de la force P étant constanmicnt dans le plan méridien pas^^ 
par le point mobile, la vitesse a pour expression 

C C 

sin a sm p sin p 

p étant le rayon vecteur sphérique mené du pôle au point mobile, p la distance spbcriq 
du pôle à Parc de grand cercle tangent à la trajectoire. 

72. On fera usage de Pexpression de v donnée à Pcx. 4, et des formules, pages 231 et 
du Cours d* Analyse, 

•. Lorsqu*un point se meut sur une surface sphérique et n*est soumis d*ailleurs qu' 
rinllucncc du frottement, à un instant quelconque, sa force vive est égale au produ 
du rayon de la sphère par la pression que le point exerce sur celle-ci. 

R. Conséquence du théorème de Villarceau. 



CHAPITRE XXIV. 

THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR LE MOUVEMENT DES SYSTÈMES. 

164. Nous exposerons plus loin la méthode de d*Alcmbert pour 
former les équations différentielles du mouvement d'un système quel- 
conque^ mais nous pouvons dès à-présent, au moyen des simples équa- 
tions du mouvement d^un point libre (139), établir directement quelques 
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irii'lL's gi'nérolcs n|iplicablc!^ un moitvrtncnl ilc loiit sygtùmc matdricl, 

r el()ui, outre qu'elles conslilucnt les plus beaux théorèmes de la dyiia- 

î, fournissent encore (Inns beaucoup lic cns cerlaines inti-grnles des 

«lualions du mouvcmejU dont la connnissiince racilitc singulièrement la 

solutiau des problèmes. 

Ainsi i[ue nous l'avons déjà remarqué, Lout système matériel, quelles 

qpe soient les Torces qui agissent sur lui el les liaisons qui existent 

I entre ses parties, quels que soient les obstacles qui gênent ses mou- 

I femcQLi, constitue en déiinitive un asscmbln^ic de points maléricis, 

[ dont le nombre immense échappe îi toutes nos mesures, isolés el 

Dl les uns sur les antres suivant des lois déterminées. Les Torées 

qui sollieitcnl ces points se rangent dans deux catégories : 1° Les 

fortts intérieures, ou qui résultent des actions réciproques des points 

appartenant au système ; telles sont les forces moléculuires, les réactions 

•léveluppées dans l'intérieur des liaisons, les attractions ou répulsions 

à des distances sensibles, etc. En vertu du troisième principe de la 

k mûcaniquc, ces forces intérieures sont nécessairement deux-i-deux 

I ^Holw cl direrlement opposées; â° Les forces extérieures, c'cst-ù-dire 

' <^elles qui proviennent de points, de corps, en général de causes qucl- 

'orqiics situées en dehors dti système. Telles sont In pesanteur si le 

^.Valême se réduit à un corps pincé à la surface de la terre ; nos propres 

«^fToris physîiiues s'cxerçunl sur un tel corps; l'allraction du soleil 

f**>Hr tout système faisant partie de notre globe, etc. Si le système 

■**«ltriel considéré est gêné par des obstacles fixes, comme des pointa 

■X«, un plan résistant, les réactions de ces obstacles sur le système 

***ii>cnt être rangées parmi les foreos extérieures. En les joignant aux 

*^**rtes motrices qui sollicileut le système, celui-ci pourra toujours 

^*-rc regardé comme libre. 

En résumé, il csi clair que nous pouvons toujours appliquer ^ chacun 
*^ «s points ninlëriels du système, si nous tenons compte de toutes les 
**rfcs, extérieures ou intérictircs, qui agissent sur lui, les trois équations 
** «I mouvement d'un point libre, données au N° 139. 

■ 65. 1. Théorème de ta conservalion de la (fiiaiililé totale de mouve- 

**»en(, — Soient, à une époque quelconque I, m la masse, x, y, z les coor- 

''«nnécs rectangles d'un point quelconque M du sjstème; X, Xi les 

^«iiïimcs des composantes parnllèlcs i'i 0.\ des lorces extérieures et inté- 

'■îfiircs qui sollicitent ce point; Y, Y|, Z, Z|, les sommes semblables pour 



Chaque point du système donnnnt lieu à trois cquuUons piireilii». si 
nous iijoutuns membre h membre les équations reliilives h un mime **^ 
|iour Ions les points du système, et si nous désignons par 2 une samtot 
r|ui s'étend l'i tous ces points, nous aurons 



2»« 



= 2X-i-2X,, 2m 



(/(' 



= 2Y-(-2Y„ 2» 



= 2Z-t 



Muis les Turces iolérieure^ sont deu: 
opposées; leurs composantes parallèles à 
deux égales et de signes contraires ; donc 
et par suite 






les et dircctenie"^ 
un même axe sont donc deuS''' 
5X. = o, 2Y, = 0, £/,== 



(2) 2» 



(iC 



rft* 



= 2Z. 



D'nillcurs, toute droite de l'espnce peut éire clintsie comme a^^ 
des «; donc, la première de ces équations suffît pour donner ^ 
théorème ; 

Daiis toni gyslème matériel m mouvmnent, d un instant ijaelrotirfne, l^^u 
somme algébrique dea projections des fofceS conservées H« tous les pointt^ 
sur un axe quelconque, est égale d ta somme des projections des forrfJf 
extérieures sur ce mime axe. 

s (z) peuvent s'écrire ainsi ; 



(3) 



dt 



2mu, = SX, 



df 



', = 2Y, 



2mr,= 



Or, mi',, nw„ mv^ sont les composantes de la qnanttlé de mouvement 
du point M. Concevons que l'on fasse, comme dans In statique des 
solides, la réduction des quantités de mouvement de tous les points du 
système ou point 0, pria pour centre de réduction : S»!",, ^mv,, S.HtP. 
seront les composunles suivant 0\, OV, OZ de In Torcc résultante, ou 
encore, si nous représentons par une droite OV cette résultante de» 
quantités de mouvement transportées à l'origine, les cnorilonnécs ^, r,, Z 
du point V, extrémité de cette droite. Si donc nous imaginons un point 



Ininbilc coinciilnr 
«a^itcssc seronl 
l 



; point V, k-s composnnlcs lio 



•il dt^ 



tlf 



éi]ualions (3) dcv 



IX, 



iendiniil 

dl ' dt 

_ ll»is Sx, 2Y, 2Z sonl les composimtes purallèles il OX, OY, 07. de 
^ n<siil|flnte des Torccs cxicrieures transportées parallcicmcnl à cllcs- 
"'^Dies au pninL O. De lii le Ihénrèmc suivant : Dans un syslèuie matériel 
'" mouvement, si l'tm détermine pour un imitant ijueleontiue la résiil- 
'"'itt OV fies quantités de mouvement de tous les points du système et la 
'''■luttante OR des forces extérieures pour un même centre de réduction 
/''^t, cette seconde droite OR représentera, en grandeur et en direction, fa 
'■"«w du point V, extrémité de la première. 

1(6. Supposons qu'il n'y nil pas de forées cxlét'îeure.s ; ou, jiluri néné- 
"'■'Icmetit, que ces forces vériGcut les équations 



,s (3) donneront. 
(4) Ime. = 



inmenl, jiar I'îiiIl'),'™ 



'■'lugtions qui peuvent s'énoneer ainsi : 

lorsque les forces extérieures qui solUritent un si/stème matériel ffuel- 
'"nijtte sont nulles à chaque instant, ou telles qu'étant transportées paral- 
^rlemenl d elles-mêmes en un même point, elles s'y feraient équilibre, fa 
''Oiiime des projections des quantités de mouvement de tous les points du 
"ijsiime, sur un axe fixe quelconque, reste constante pendant toute tu 
liurre du mouvement. 

t, par conséquent, la résultante des quantités de mouvement de tous 
B du système, transportées parallèlement à elles-mêmes en un 
t point, reste constante en grandeur et en dii-eclîon pendant toute la 
fie dumouveme?it. 

A en cela que consiste le llieorème île la coiiserviilion de lu qiianlile 
le de mouvement. 

— 11. Théorème du mouvement du centre ilc ijravitè. — llopre- 
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nons les i'(|iiiitii)ns (2); soiint M In masse t» 
«t, 1/1, Cl les CHOiiIonnoes, a lV|ioqiJL' /, àv no 
avnns, comme on l'ii vu (101), 

Mj-1 = 2ini, Mt/i = S'il,'/, > 
el por siiitc, s\ diaqiir iiitJtnnr, 



I syslcino jii-rtjwic; 
•c de grnïitc.iVout 



«iC 



(/(' 



Les éijualînns (2) dr 



iiiicnt dont- cclles-ti : 



f/C 



d(* ■ 



Or, CCS «iquations sonl préeiscment celles du moiivemcnl d'un po'"^ 
libre qui auraii une mnsse M, dont les conrdonni!es scraJenl x,, j/,, s* r ' 
qui scrail soumis fi l'aclinn d'une Torec ayant pour composan" 
2\, 2Y, XZ, c'est-à-dire de In résultante des forces extérieures Ira'* 
portées en un même point. Si donc cette masse H a même position 
même vitesse initiales que le centre de gravite du système, elle coïa* 
dera constamment avec lui. De 1^ le théorème du mouvement du centre ' 
gravit f : 

Dan» tout si/slhim mnlvrirl vnwoiivniienl. le centre de gravité Mme* 

mme si toute la moue du st/stéme était concentrée en ce point, el f ^ 
toutes les forces extérieures y fussent lritn»portées paralliltment 
elleê-mimes. 

Si, en particulier, les Torces extérieures satisfont constamment Bo^ 
équ. 

iX=o, lY=o. 2Z = 

le ccnirc de ^çravité se meut comme un |minl qui n'est solliciti! par 
aucune lorce ; donc hrHiju'it ti'g a pas dr forces exiérieurfs, ou hn^Ht 
ces forces sont telles que, transportées à chaque instant en un même pt 
elles s'i/ feraient équilihre, le rentre de gravité du systhne ne ptat a 
qu'un mouvement rtetiUgne et uniforme, 

16S. Les théorèmes précédents conduisent à des conséquences impor^ 
tantes. En |iremier lieu, le problème que nous avons étudié dans les 
premiers chnpitres du la dynamique, celui du mouvement d'un simple 
point matériel, cesse d'être une pure nbstraeiîou pour trouver une 
applicnlior) rcHiiiniualile d;ins le mouvement des corps réels, \01t4 
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1.4 en ciïel que dnns luut corps, dans tout sy^iémc nini^i'icl mobile, 

t un point pHrticiilicr nuqticl s'nppliquent les rocmutcs et les 

ropriotés du mouvement prëeèdcmmenl éludii!, el ce point est le e.eiitre 

Wiepmié du système. Kn sorte que si les forces eMérienres sont connues, 

i cliaque instant, en grandeur cl en direction, ii suffira de les supposer 

'ransporl^es au centre de graviti^ pour déterminer directement, au moyen 

Jes théories du chapitre XX, le mouvement de ce centre, sans que l'on 

Rtit & se préoccuper soit des forces intérieures, soit des mouvements que 

psvitèmc peut avoic autour de son centre de gravité. C'est ainsi que, 

is l'astronomie, on détermine le mouvement d'une planète autour du 

Jcil en la réduisant d'abord à son centre de gravité, où l'on suppose 

Boaie toute la masse de la plauèlc. 

. Lorsque le systÈme considère n'est pas libre, il faut, comme on l'n vu, 
ranger au nombre des forces ottcrieures les réactions des obstacles, et le 
théorème du mouvement du centre de gravité est encore vrai dans ces 
mdilions. Mais ces réactions étant elles-mêmes des forces inconnues 
Ul la direction et l'inlensilé dépcudeiil du mouvement du système et 
Hil la détermination est un des objets du problème, le théorème ne 
Mrnit plus le moyen de calculer isolément le mouvement du centre de 
fivité, et l'avantage qu'on en retirait dans le cas d'un système libre 

k.160. Il résulte du théorème général énoncé plus haut que les forces 
lérieurcs qui existent ou se développent entre les dilTércuts points d'un 
it^me matériel, quelles qu'elles soient, sont absolument sans effet sur le 
■Bouvemcnl de son centre de gravité, qui se déplace exclusivement sous 
l'influence des forces extérieures. Ainsi les chocs, les e^iplosions, les 
''éaclions moléculaires, les combinaisons chimiques qui peuvent se 
pTiMiiù* entre les points du système ne troublent pas le mouvement du 
(«niredegrovité; si celui-ci est primilivemenl en repos, et qu'aucune 
'orce extérieure n'agisse sur le système, toutes ces actions ioléticures ne 
pourront jamais déplacer le centre de gravité. C'est en cela, proprement, 
l'io consiste le principe de la conservation du mouvement du rentre de 
Sneiii. 

Par exemple, lorsque la force cxpansivc des gaz développés par la com- 
Wlioa de la poudre lance au dehors le projectile d'une pièce d'artillerie, 
'» «étions auxquelles ce mouvcincnt doit son origine sont purement 
iiiUTieures, par rapport au système composé ilc In pièce, du projectile cl 




de In poudre. Si dr>nc un fiiit iibsirnclion de la ri'nction vorlicale du solil 
de in pes'inieur, forces extérieures qui sont snns influence aur le mnwv^ 
nient dans le sens horîzonlnl, il fnut que le centre de gravita de ee 
système reste immobile npr^s l'explosion comme il IVtnit avunl; 
niis^i. pendant que le projectile et les ^uz se transportent dans un sens. In 
pièce se meut en sens contraire : telle est la cause du recul. Si le frotte- 
ment de la pièce contre le sol ne vcnnit agir comme forée exlérieurt, si 
elle était posée sur un plan parfaitement poli, cette immobîlilérigoureaw 
du centre de gra« itd pourrait se constater. 

Supposons qu'il s'agisse d'une bombe, et consïdérnns-ln isolément iijir*' 
sasurtîedclapièce. Son centre de gravité se meut comme un point mtiljricl 
auquel serait appliquée lu résultante des actions que la pesimleur eïcrff 
sur tous les points de la bombe, c'est-à-dire une force Terlicale égale "" 
poids de eelle-ci. Si donc nous faiituns absiraclion de In résistance Af 
l'air, son mouvement sera celui d'un point matériel pesant, étudié «0 
n° 150; il décrira une parabole à axe vertical suivant la loi Irowïi''- 
A un inslantdonné, le projectile fuit explosion; ses fragments sont [u^jel^^ 
en tous scnEi, les gaz de la poudre se répandent dans l'espace; mai^< 
comme les actions cbimiqucs qui déterminent l'explnsion se sonl,p*^ 
rapport fi la bombe, que des forces intt'rtetircs, elles ne peuvent modifi'^ 
le mouvement de son centre do gravite. Donc, après rexplosion du pf*" 
jectilc, le centre de gravite du système composé de ses fragments et d^ 
molécules des gaz développés continuel décrire la même parabole, avec 1" 
même vitesse qu'il aurait eue si la bombe fut restée inlaetf^. Il en C*' 
ainsi jusqu'au moment où l'un des fragments de la bombe atteint le sol t 
alors, la réaclion du sol intervient comme une force extérteiire qui mO' 
dilic le mouvement du centre de gravité. 

Les forees mises eu jeu dans le eorps liumnin sous l'influence' de I« 
volonté, cl en vertu desquelles nous pouvons mouvoir nos membres, 
tourner la tète, etc., ne sont encore par rapport au système du corps 
entier que des forces intérieures toujours accompagnées de réactions 
égales et eonlraircs : elles ne peuvent déplacer le centr« de gravité du 
corps. Un homme cnticrameni isolé dans l'espace et soustrait h touti: 
action étrangère pourrait bien remuer les bras, les jambes, exécuter une 
foule de mouvements; il ne réussirait pas à déplacer si peu que ce soîl 
son centre de gravité. Quand, dans la marebe, nous portons le h^ 
norps en avant, la partie iurérieure tend Ji se porter en arrière 



wr lequel nous n 
IGlUclc qui, a(;issnnl 



ai.iJ.M 



IIS s y oppose, ( 



c'est ]n rcnction de cet 



E force eMifricurc, iiorlc en avant notre 
centre de grnvilii, C'esl pourquoi, sui- un soi très-glissnnt, comme la 
gUcE, celle rcaclion Toisant Ji^fnul dans le sens horizontul, il devient très- 
ilitiicile d'iivaneer. 

Des remarques semblables s'appliquent au mouvement d'un irain sur 
une voie ferrée, et, en gcnëral, k tous les mouvements que nous produi- 
sonsHasurfacede Ifi terre par des moteurs vivants ou inanîmës; à tous 
ceux qui résultent des aetions naturelles, telles que les éruptions volcani- 
ques, les chiites d'eau, etc. Les forées qui agissent ici, considérées par 
rnpport k l'ensemble du globe terrestre, ne sont que des forces inté- 
rieures; elles n'inHucul nullement sur le mouvement du centre de gra- 
vite de la masse totale, et pendant que certains corps se déplacent dans 
un sens, il faut que d'autres se meuvent en sens contraire, pour ne pas 
IroubJer la trajectoire que ce rentre décrit sous l'iiiflucnee des forces 
cïtiirieiires. 

Enfin, si nous appliquons ces considérations îi un système plus vaslc 
encore, celui que forment le soleil et tout notre système planétaire, les 
Torées extérieures qui agissent sur ee système, libre dans l'espace, se 
''éduisenl aux actions émanant des étoiles fixes. Mais, & cause de leur pro- 
''■gicux éloigncment, ces corps célestes n'exercent sur notre système que 
''<^s actions très-faibles et probablement négligeables. S'il en est ainsi, 
'^ soleil et les planètes consiilucnl donc un système matériel soumis uni- 
'lUcment ù l'action de forces intérieui'es. Quelque compliquées que soient 
'■''S nptions intérieures ; quels que soient les phénomènes physiques, chi- 
'oiqiics, qui s'aecomplisscitt dans cet immense groupe de points matériels, 
^ ne sauraient agir sur le mouvement du centre de gravité du système 

Iîre : celui-ci est donc en repos, ou ne possède qu'un mouvement 
Eligne et uniforme, 
tidcmment, les conséquences que nous venons de tirer du théorème 
rfri mouvement du centre de gravité sont également applicables au théo- 
rème de la conservation de la quaulilc de mouvement. Ainsi, dans le 
système de points matériels formé par l'ensemble du soleil et des 
planètes, par suite de l'absenee de forces extérieures sensibles, si l'on 
irnnsportc en un point donné de l'espace les quantités du mouvement qui 
ment tous les points de ce système ii un iiistnnl quelconque, leur i-ésul- 
B invariable en grandeur et en direction, quel que soit cet instant. 
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t TO. — IIL Théorème des moments. — Reprenons Jcs équations (i ^ 
multiplions la troisième par y, la deuxième par r, et retranchons. Wi 
vient 



m 






Faisant la somme des équations semblables pour tous les points du 
système, nous trouvons 

Lorsque deux forces sont égales et directement opposées, la somme à^ 
leurs moments par rapport à un axe quelconque est égale à zéro : ^^ 
suffit, pour le voir, de remarquer que si leurs points d'application étai^^^ 
liés invariablement, ces forces se feraient équilibre. Or, les forces îf^^ 
Heures du système sont deux-à-deux égales et opposées; la somme ^^ 
leurs moments par i apport à OX est donc nulle, et Ton a 2 (yZi — zYi)=^**' °* 
Raisonnant de même sur les moments relatifs k OY, OZ, on tirera ^^ 
équations (i) les relations suivantes : 

/ d*z d«v\ 



1 / rf«x d*z\ 



dans lesquelles n'entrent plus que les forces extérieures. Mais l'cxpre^' 
sion 



m 



/ d*z rf«f/\ 



représente le moment de la force conservée du point m par rapport 
àOX; Taxe OX étant une droite quelconque, on a le Théorème des 
moments : 

Dans tout système matériel en mouvement, à chaque instant, la somme 
algébrique des moments des forces conservées de tous les points du 
système, par rapport d un axe quiconque, est égale à la somme des 
moments des forces extérieures par rapport au même axe. 



(7) 



u{yr.~zv,) = 1{u7.- 



dl 






rO=2(:X- 
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^BoDceTons encore i]uc l'en fasse nu (loint O In rt'JucUun des qunntitdii 
^W mouvement lie tous les points du système, comme des forces appli- 
lu^es k lin solide, et soil OK l'axe du couple i-ëstiltHnt de ces qui)nti((!s de 
"(outemcni. D'après les formules du n" Hi, ses projections sur OX, OY, 
b-on les coordonnées du poiol K, sont respeclîvement 



K= Im (yo. — Et',), ïi = Im (zv. ■ 
il équations (7} deviennent 

£(jZ-.-V), J=Ï(^X- 



- xvt), Z = S'H (a^i'j — yv.), 



t-l), ^ = 2{-ïV-yX). 



le là résulte évidemment cette autre forme du théorème des moments : 
Il lottt syttème matériel en mouvement, ai l'on délermine pour un 
6I011I tjitetconqut l'axe OK du coujih réiuUant des iitiantités de mou- 
'"'mtnt de tou» tes points du système, et l'are OG du couple résultant 
''*'« forces extérieures, pour un même centre de réduction fixe 0, cette 
^^tonde droite OG représentera en grandeur et en direcliOH la vitesse du 
Point K, exlrémiti de In première OK. 

Snus cette forme, le Ihéorënie nous scrn itlilc par la suite. 
131. Si la somme des moments des forces extérieures par rn]iporL à 
l'axe 07. est nulle pendant toute la durée du mouvement, de sorte i|iie 
l'onnit SC-ïY — i/X) ^ o, la dernière ci] un tlu 11 (7) donnera 

), ou v„,(xt,,_y,..)=mis.. 

y l'oKC 0\ est quelconque ; on peut donc dire que. quand la somme 

loments des forces extérieures par rapport d un axe fixe est eonslam- 

tulle, ou, ce qui est la même chose, quand l'axe du couple rêsul- 

» forces extérieures est constamment normal d une droite fixe, la 

me des moments des tjuanlUés de mouvement de tous Ux points du 
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gi/sltinp, par rapport d celle droite, reste invariable pendant loule (a 
durée du motiretuent, 

Sappo^ans mnintcnnni qu'il n'y ait pns de forces cxlëriciires nu, pUif 
gënûralemcnt, f{iie l'nxc du couple résiiUniil de ces forces rclnlir » 
l'origine soit nul k chnqiie insLant. Les dgatitës 

2(yZ — zY) = o, 2(iX-iZ) = o, ^{x\~ij\)^o 
combindcs avec les relations (7}, donneront 

(8) lm(yv,~z«,) = A', Soi (zr, — a:v.) = B'. 2m (ru, - yc,) = C, 
A', B', C cLnnt des cnnsianlcs, qui se déterminent immcdistcmcnl >'> 
moyen des coordonntfcs et des vitesses initiales des points du systfio»^ 
car on a, par exemple, A' = 2m ft/oMo — sof^sM- Les projections de 0* 
sur OX, OY, OZ sont donc des constantes A', B', C ; OK est consiaoi ** 
i;randcur et de dii-celîon. Donc 

Dans un système matériel quelconque, loruqu'il n'y a pas (fc /ôf*" 
extérieures, ou lorsque, t'axe du couple résultant de ces forces relatif d ** 
centre fixe est constamment nul, t'axe du couple résutlant des quC^*' 
titcs de mouvement de tous les points du système, relatif à ce mémepty*"' 
0, Ml constant en grandeur et en direction pendant toute la durée rf^* 
iHouvemmt. 

Ou encore, la somme des tnomeuts des quantités de nioucemenl (*" 
système par rapport A une droite, quelconque, menée par le point 0, re«/' 
invariable. 

C'est ce (jiie l'on nomme le théorème de ta conservation des momenU- 

179. — IV. Théorème des aires. — Ce ihéorcme est, sons une forme 
géomt'triiiLie, la reproduction du précèdent. D'après ce quia ét4.' uxjmsj 
lin n° I4S, l'expression. 
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représente le double dp In dcriv<(e, par rapport au tctnpfi, de l'aire S 
décritr, dans le plan XY, par la projection du rayon vecteur OM sur rr 
plan, les aires étant positives lorsque le rayon projeté se meut de OX 
vers OY, négatives dans le cas contraire. Si donc l'équation 

2{iY-yX) = 
n lieu k chaque instant pour les forces extérieures, l'égalité 
S.ni (xi), — yv.) = C 



1 résulte (171), pourrii s'ûcrirc 
dS C tl ^ 



"dt 



df^ 



2(mS = 



CQ supposant les aires S comptées à punir des positions initiales des 
rayons vecteurs qui les décrivent, de mniiiére à s'annuler avec I. Pour 
cDonccr conimodcment ce résultat, lu produit tnS de la masse d'un 
point M par l'aire iguc décrit la projection de son rayon vecteur sur le 
plan XY sera nommé siraptcmcnl l'airf- projetée sur le plan XY. Nous 
<Iiruns donc que 

Lorsque lu tomme des moments des forces extérieures par rapport à 
«« axe fixe passant par l'origine des rayons vecteurs est constamment 
nulle, la somme des airts projetées sur un plan normal d cet axe, pour 
(uni les points du système, varie proportionnellement au temps; les aires 
•'iiirit toujours considérées comme positives ou négaiives, suivant le sens 
ilu mouvement des rayons qui les décrivent. 
Supposons maintenant que l'on ait toujours 

2 {yZ — zY) =0,1 {zX — iZ) = o, ï (zY — <j\) = o, 

''c '|ui a lieu lorsque les forces extérieures n'existent pas, ou plus généra- 
ralcuent lorsque le couple résultant de ces forces relnlil' h l'orij^ine O est 
'>"U chaque instant. La condition ci-dessus se trouvant sntisfuitc pour 
i»ut AKe mené par l'origine, nn voit que, dans ce cas, la somme des 
f'ftt projetées sur un plan fixe quelconque, pour tous les points du sys~ 
'fini, variera proportionnellement au temps. Ce qui résulte d'ailleurs 
'Icscijuuliuiis (8). 

ITS. Menons, par l'origine 0, tous les plans possibles. Sur l'un qucl- 
«nqiie de ces plans, la somme des aires projetées, d'après le dernier 
ihcorème, sera représentée par une expression de la rormcK(,K désignant 
une constante qui a nécessairement une valeur finie. 11 y a donc, b cha- 
W instant, un de ces plans sur lequel la somme des aires projetées a 
une valeur plus grande que sur l'un quelconque des autres plans, et 
puisque! est un facteur commun à toutes les sommes d'aires, ce plan 
iJ» Maximum des aires ne peut être que celui pour lequel la conslanic K 
I ' lapins grande valeur. De lii il résulte i° que ce plan est invariable, 
1 e'ïM-i-dirc que le plan, sur lequel la somme des aires projetées est un 



instant donne, jouit île celle pro|H'ii? 
s tq nations 



s toute lu suiw 



Vwi S = 



-/, 2m(x, 



- ï".) = c, 



nous niODtrent que tu eonstnntc K, (jiti multiplie 1 dans l'cxpressioa àt l> 
somme des aires projetées sur un plan quelconque, vnut lu moilié de eeilc 
qui mesure la projection de l'nxe OK dn couple, résullanl des quautit^s i' 
mouvement sur la normale îi ce plan. Le plan pour ieqnel K s In pi"' 
^rnndc valeur est donc normal à In droite, mcniie par l'origine 0, sut 
lai|nelle l'nxe OK dotnie lo projection maximum, c'est-à-dire Ii cet nu 
lui-même. D'oi!l rcsulle ce théorème, dit théorème du plan invartablt: 

Lorsqu'il n'y a pas île foires extérieures ou lorsque l'axe du citi'p'f 
résultant de ces forces, relatif d une origine 0, fst ronslamment tivl, '' 
plan sur lequel la somme des aires projetées, d chaque instant, a la /)'"* 
grande valeur, est un plan invariable, normal d l'aze du couple ri$*"' 
tant des quantités de mouvement de tous les points du système. 

Si donc fi, q, rsont les angles directeurs de la perpendiculaire au p'* 
invnriahic menée par le point 0, on aura 



A' 



l/\" •+■ B" -+-C" 



1 



ci; qui détermine immédiatement la direction de ce plan 
données initiales, d'après la remarque Taile plusliaut. 

174. Les tliéorémes des moments et des aires donnent li 
celui du centre de ((ravitt-, Ji des applications nombreuses et remnrqiialileif< 
Nous voyons qnc diins le mouvement d'un système matériel qnelconi)U« 
les forces intérieures, quelles qu'elles soient, n'ont aucune inlli 
la grandeur et la direction de l'axe du couple résultant des quanliléa de 
mouvement de tons les points du système : seules, les forées cxtérienrcs 
font varier cet axe. 

Dans lo mouvement d'un projectile explosif, les forces extérieures 
réduisent h la pesanteur, si l'on néglige le rrotlemcnt de l'airi la snmi: 
des moments de ces forces par nippon à une verticale quelconque gsI 
donc nulle, et par conséquent la somme des nires projetées sur un plu 
horixontal varie proportionnellement on temp». Lorsque le prujcciili 
éclate, comme les forces qui agissent à cet instant ne soûl ipie des farci 
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■IWcpIeui'es, il s'eiisuil que IVxpIo^ion ne trouble [ins In vj 
tnirc lu somme des iiircs projetées et le icmps. 

ïj'n homme isolé dans l'espncc ne saiirnil, «{Uelqucs cfTorti c]u'il 
fusse, imprimer à son corps un inauvement de rotnlion autour d'une 
Jri'itc, de la veriicnle, par escmple; car la somme des moments des 
<Ii">i)(itcs de mouvement de tous les points qui composent lo corps 
étant nulle, pnr rapport h cette droite, dans l'état de repos, doit 
rrater nulle tant qu'il n'intervient pas de Torces cxtéricnrcs, et les actions 
()ui provoquent les mouvements musculaires sont purement intérieures. 
II s'ensuit que la somme des aires projetées sur un plan horizontal reste 
nulle, ce qui n'auriitt pas lieu si le corps tout entier tournait autour de la 
'licale. 

Enlîn, consîdérunl encore notre syâlcme solaire comme un système 
de points matériels et négligeant les actions des corps célestes en 
tbors de ce système, on devra conclure que l'axe du couple résultant 
quanlîlcs de mouvement de tous les points de ce système, relatif à un 
Il fixe duDs l'espace, est constant en grandeur et en direction, quels 
soient les chocs, les actions moléculaires, les réactions chimiques qui 
produisent incessamment entre tous les points de ce vaste système; et 
l'on mène par le point un plan fixe, la somme des aires projetées sur 
plan, étendue ti tous les points, variera proportionnellement nu 
iiups, 

TA. 11 importe de remarquer que le théiircme des moments et ses 
lOfcqiicoces subsistent lorstjiie, an IjcM de ra[>pvr(cr le mouvcraeiil du 
lôme matériel à des axes lixes, on le rappi)rte ii des axes mobiles 
lUèlement fi eux-mêmes et passant constamment par le centre do 
ivité G du système considéré. En eiïet, soient G^, G/;, GÇ trois aies 
lUDgulaires, emportés dans un mouvemenl de translation avec le 
Itre G; soient Ç, )?, Ç les coordonnées d'un point .M du système 
iléricl par rapport à ces axes, en sorte que 

tuant ces valeurs duus la j)rcuiièrc équation (6), nous trouverons 
Faisons sortir du signe 2 les facteurs renrcruiaut jfi, :■ cl leurs déi 
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Or 2>n est ëgal h H ; de plus, l'origine G des cuordnnnccs ^, ii, ^ él 
le cenlrc de gravité du système, on a constamment 
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L'équation se réduit donc k 

D'un auLrc cAlc, nous avons 

2 (,jZ _ ïY) = y. 2Z - .-, vy + y(r.7.~ ÇY) : 
substiluoiK dflns lu prcmièie éijuiilion (6), et obsei'viint encore >\»v le^ 
lliëorème du mouvement du cenlrc de griivilé niiiis donne 
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Celle équiUion nu dilTèi-c de la prcmièi-c dquulion (6) que par la stibsti- 
lulion des cooriluunéus r,, Ç, k \j, z, c'est-à-dire des positions el des acc^ 
lérutions relatives aux positions et aux accélérations absolues ; et la même 
eliosG aura Heu, évîdemmenl, pour les deux autres vquatlans qui 
expriment le théorème des moments. On en déduit néccssaïremeiit la 
conséi{ucnce énoncée plus haut. Le théorème des aires subsiste é^nïaatal 
dans le mouvement rcliitirdu système autour de son reutre de grnvi(«. 

Comme application, considérons le mouvement de la terre, ruppuitt! b 
trois axes piissiint par son centre de j^mvilé et animés d'une simple inm- 
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Wbn. Ce munvciiicnt se léiluit sensiblement « une rotulion uniforme 
ïiiVoirr de l'axe (les pùlcs. ta somme des nires projeldes sue un plan 
noniifil i cet iixc, dons un înlervalle de lemps donné, esl constante. Si la 
icrrcsccoiilraetc parsuilcdu refroid issemcnl, les dislames de ses points 
«u centre diminuent, et la somme des nires projetées dans un l«mps 
donné diminuerait évidemment si la vitesse de rotation restait la même. 
Or, c'est ce qui ne peut avoir lieu. In résultante des forces extérieures 
pflssanl II peu près par le centre de gravité de la mas^ terrestre. Le mou- 
veincnl de rotiitioD s'accélérera donc, et la durée du jour en sera 
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CHAPITRE XXV. 



{Sllili:). THÉORÈME DES ! 



lîS. Nous avons démontré (t 44) que dans le mouvement d'un point 
■nsiériel libre M, l'necroisscment de In demi-force vive du point pendant 
un temps infiniment petit est égal à la somme des travaux élémentaires des 
forces qui sollicitent le mobile. Si, dans un système matériel quelconque, 
nouscnnsidëfonscliflcun des points et toutes les forces intérieures et exté- 
Heuros qui le sotlîcilenl, la même égalité aura lieu. Faisant la somme des 
<^qiititioDs semblables pour tuus les points du système cl désignant par 
^ l'une quelconque des forces intérieures ou extérieures, par X, Y, Z ses 
imposantes rectangulaires, nous aurons 
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IPds cos (P, r), 



= :i(X(/j: -*-\dy -+- 7Jz), 



''signe 2 s'étendant, dans le premier membre, h tuus les points ; dans le 
^*^Dd, à toutes les forces. Intégrons les deux membres depuis une épo- 
'Il«lo jusqu'il une époque l, et soit ro la vitesse du point M pour I ^ (o. 
Il viendra 

(2) -Zmu' ~-2''iel = 2 (' Çidx + \dij -+- Zdz). 

■ Paur abréger.nous indiquerons p.ii' la not.'itiuii ^P le travail lotal d'une 



liim (2) f 



(3) 



- lmi>: = l^P. 



On nppcllc force vive totale d'un systcinv mntériel ia somme des forw!' 
vives de lous ses |Join[s fi l'instniit cunsidécL'. D'npi-ês J'ëquotiuii (3), '" 
mrialion de la demi-force vive totale d'un si/gténie matériel çue/eofiq'" 
pendant un temps donné est égale n la somme des travattx des /or***' 
tant intérieures qu'extérieures, qui agissent sur tes différents points '* 
système pendant re temps. 

C'est le théorème des forces vives. On se rappelleru, dans l'a pp lies •-'*° 
de ce tficorèmc, que lorsque eertoins puinis du syslèmc sunt assujcif 
se mouvoir sur des courbes ou surfaces fixes sniis frotlement, les n?**' 
lions normales qui en résultent ne développent aneiin travail. 

■ 77. Siippusuns qu'il existe une Tonclidn des Turc es, dont lcsdi-rîv''=* 
partielles pni- rn|iport aux cuordouiiées x, y, z d'un point quelconque ^ 
système donnent précisément les composantes X, Y, Z de la force Bpp ' 

quée k ce point. Nous aurons, ^ (x, \j, e, x', ) désignant cette foncliv^ 

t {\dx -t- \d\j + Idz) = d.-^ (r, y, X, x', ....), 
et réijuation (i) admettra par conséquent l'iutcgrale suivante i 



(4) 



= + (l,J,S,l' ) —■{.(!., J., 



..). 



Cette équation kc nomme l'intégrale des forces vives. Elle fait coniittltr* 
l'nceroisscment de la force vive totale du système dans un temps donn 
par les positions des points du syslèmc au commencement et à ta fin d- 
cet intervalle de temps. 

Supposons, comme cas particulier, que lous les points d'un système ef* 
mouvement soient soumis à la pcsunleur. L'axe des z étant vcrticnl 
dans le sens de la pesanteur, le travail élcmenlaire de la force upj 
il un point de masse m est mgdz. Or, nous avons 

2 mgdz =• gd. Zmz=gd. Msi = %rfïi, 
:■ se rapportant au centre de gravité du systènR'. Vjt Jnlcgrai 
deux valeurs f. et l du temps, on trouve 
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la pesanteur sur un système matériel animé d^un mouvement quelconque, 
dans un temps donné, s'obtient en multipliant le poids du système par 
la quantité dont s^ abaisse son centre de gravité pendant ce temps. 

La fonction des forces est ici — g 2^^* 

17S. Nous distinguerons^ dans ce qui suit, le travail des forces inté- 
rieures de celui des forces extérieures. Soit F< Tune quelconque des 
premières; F, l'une des autres. L'équation (3) devient 

-Imv* — ilmuo* = 2SF, -h 2SF.. 
2 2 

Le travail des forces intérieures admet une expression remarquable, 
si Ton observe que les actions réciproques de deux points matériels sont 
égales et opposées, et si Ton admet, suivant une loi que les progrès de la 
physique tendent à confirmer, qu'elles sont toujours mesurées par le 
produit des masses m et m' par une certaine fonction f{r) de leur dis- 
tance mutuelle r; fonction que nous regarderons comme positive 
dans le cas d'une attraction, comme négative dans le cas d'une répul- 
sion. L'action de m sur m' ou de m' sur m sera donc égale à mm'f{r), 
et nous avons vu (149) que la somme des travaux élémentaires de ces 
actions réciproques a pour expression — mm'f{r) dr, ou encore, si Ton 
pose comme nous l'avons déjà fait 

— mm'd.f^ (r) = d [— inm'^ (r)]. Indiquons par S une somme qui s'étend 
à tous les couples de points pris deux-à-deux, et, remarquant que la dis- 
tance r de deux points est une fonction connue des coordonnées ar, y, «, 
*'> y'j «' de ces points, posons 

Smm'cp (r) = n (x, y, z, x',.... ). 

Il est clair que la somme des travaux élémentaires des forces intérieures 
aura pour expression 

S d [ — wm'cp (r)] = — d. Smm'fp (r) «== — d.ïl (x, y, z, x', ... ), 
et par conséquent, que 

iGFrf = — n (x, y, Zy x',... ) -H n(xo, t/o, «o, x^,... ) = no — n, 

Iloct n désignant simplement les valeurs de la fonction II aux époques 
(0 et t. L'équation des forces vives prendra donc la forme 

(5) - Imv^ — î Imvl = Ho — n -+- 2GF.. 

2 2 
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Il importe d'oliserver que n = Smm'f{r} dé|iciid uni<iuciiiciil des 
dislnnces r comprises entre les points du syslème. Donc !■ cette fonction 
ne vnrie pas, lorsque les distnnces r restenl consinnles, romine cela • 
lieu, pur exemple, dans un solide onimi! d'un mouvement quelconqne; 
i" celle fonction repasse par la même valeur, chaque fois fjue les points 
du système rcprcnncnl les nic'mcs positions les uns par rapport aux 
autres, comme cela n lieu périodiquement dans un corps élastique qui 
oscille autour de su position d'équilibre; 3' en général, quand un 
système se meut en se dcformant, comme un liquide, un gaz, un §ysièmc 
composé (le solides articulés, de cordes, etc., s'il est des portions du 
système qui se meuvent sans que les distances mutuelles de leurs points 
varient, les termes de la Fonction II qui se rapportent à ces couples de 
points peuvent être négliges, leur variation étant toujours nulle dans un 
intervulte de temps quelconque. 

lïft. Ces remarques donnent lieu à d'importantes conséquences. Con- 
sidérons un solide anime d'un mouvement quelconque et loumis k Vi 
de forces extérieures, appliquons-lui l'équation (5) en tenant 
ce qui précède; nous aurons 
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c'est-à-dire que la variation de ta demi-force vive totale d'un solide ^ 
dant un lemp» donné est égale à la somme des travaux de» forces CTte- 
rieiires pendant ce tempt. Et en particulier, si aucune force extérieure 
n'agit sur un solide en mouvement, sa force vive totale reste constante. 

Soit un système matériel qui varie de forme pendant son mouvement, 
mais en repassant périodiquement par la même ligure, de sorte que tous 
ses points reprennent les mêmes positions relatives après des intervalles 
de temps constants ou même variables. 

Dans l'équation (5), Il — IIo sera nul si l'on prend pour f» cl 11 
époques correspondantes au commencement et à la fin d'un de ces§ 
vallcs, cl réqualion (6) aura encoi'c lieu, Donc 

Quand un si/stème matériel quelconque en mouvement reprend ta m 
figure après des intervalles de temps déterminés, la variation de ta 
demi-force vive totale pendant vn de ces intervalles est égale d la somme 
des travaux des forces extérieuies pendant le même temps. 

Ce théorème s'applique, cntr'nun-es, au mouii-uicnt d'une niai 



, d'une scierie, cir.. El s'il n'y n pas de forces cxl^riciircs ou tiuc 

Je travail de ces forées soil nul, la force vivf totale reprend la même 

L valeur chaque fuis que le s;/Hèmr i-ei'ient à la ntétne figure. Celn r lieu, 

) pnr exemple, dans une lame élastique (]ui vibre, élunt cncostri'e fixement 

, par une deRcscxtn-miliJs. 

180. Le lh(<Drcmc rcnferniri dans Icquation (5) s'énonce sous une 
forme nouvelle nu moyen de In terminolugic introduite par M. Hniikitio. 
I Nommons énergie actuelle d'un sysièmc la demi-somme T des forées vives 
I de tousses points il un instant Aonné; énergie polenlielle relie (|UHntitd 
K n dont In dilTcreuliclle changée de signe mesure lu somme des travaux 
^'£lémenUiircs des forces intérieures. Mais comme la fonction ç (r), dcGnic 
ne intégration (IÏ9), compople nécessaire me m une cnnstanlc 
Itrbitraire, et qu'il en est de m£mc de la fonction II = S*"'»'? ('')< nous 
rmpposons que cette constante soit déterminée par une condition qui sera 
précisée plus loin, et c'est it la fonction ïl, ainsi complètement déter- 
minée, que s'appliquera le nom d'énergie potcnliellc. Enlin, rd/ierfjtic 
totale d'un système sera la somme de son énergie actuelle et de son 
énci^ie potcnliellc. L'équation (5) peut se mettre sous la forme 



(7) (T-.-n)-{T,+ n.)=.25K,; 
donc, danÊ tout sgKième de points malMi'l/t en mouvement, lu variation 
de l'énergie lolah pendant un temps donné est égale à la somme îles 
travaux des forces extérieures pendant le même temps. 

Supposons qu'aucune force extérieure n'agisse sur le système considéré. 
Le second mcmhre de l'équation (7) est nul, donc 

T + n=T,-vn„ 
et comme le second membre est ici indépendant de t, le premier est aussi 
[ constant. Donc, l'énergie totale d'un système matériel soustraite l'action 
t.de toute force extérieure, est invariable. 

L'énergie actuelle et l'énergie poienticlle sont donc complémentaires 

fcTune de l'antre, dans ce cas : quand l'une augmcnle, l'autre diminue, et 

I tift-vcrsd. Considérons la lame vibrante du N" précédent. Lorsqu'elle est 

I le plus éloignée de ss position d'équilibre, sa vitesse est nulle, T ^ o : 

100 énergie potentielle est donc alors la plus grande possible. Au ron- 
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traire, il l'iDstnnt où In lame passe pur sa position d'iiquilibrc, tous «rs 
points soDi Rniinds de leurs plus grandes vitesses, T est maximum ; doni- H 
csl alors le plus petit possible. 

Si nous regardons l'ensemble de l'univers crd^ comme un sysième de 
points matériels soumis exclusivement ii leurs actions réciproques et 
soustraits il toute action extérieure, le théorème prtïcédcnt luîesloppli- 
eflblc. Ainsi l'énergie totale de l'univers reste constante. 

181. Dans les applications que l'on doit faire du lliéorûme des Torecs 
vives ou de l'énergie, il est essentiel de tenir compte de tous les mouve- 
ments dont la matière est animée, aussi bien de ceux qui échappent à nos 
mesures direrles que des autres. Telles sont les vibrations de l'i^lher ({uî 
transmettent la lumière et la cbaleur, les vibrations calorifiques impri- 
mées oux molécules des corps par le rroitemcni ou la radiation, etr. 
Ainsi noua avons dit que, quand les points du système partent d'une cer- 
taine position et y reviennent, le travail des forces intérieures correspon- 
dant h la période înlcrmédinirc est nul; mais il ne faut pas conclure 
de là que l'on puisse négliger l'elTet du frottement dans l'équation des 
forces vives appliquée li une machine. Car les actions intérieitres qui 
causent le frottement déterminent, dans les pièces en contact, des vibra- 
tions moléculaires que nous percevons sous forme de chaleur, et l'énei^ie 
actuelle invisible correspondante k ces vibrations est une jiartie de la 
force vive totale du système ; de plus, par suite de la dilatation produite 
par l'échaufTcment, les molécules s'écartent les unes des autres, d'où il 
résulte une eerWinc variation de l'énergie potentielle. 

De même, dans une machine à vapeur, les positions et tes vitesses des 
points se retrouvant sensiblement les mêmes îi h lin de chaque période 
du mouvement de la machine, on devrait en conclure que, l'énergie totale 
reprenant la même valeur, le travail des forces extérieures (réactions 
des appareils mus par la machine) est nul pendant une période, ce qui 
est évidemment faux. C'est que l'on a négligé l'énergie actuelle caloriB- 
qnc dépensée par le foyer : la quantité de force vive qui a ainsi disparu 
correspond au travail négatif des forces extérieures. 

Mais l'étude complète des applications du théorème des forces vives l'i 
ce point de vue appartient k la tkermodynamiqtif. 

ISS. Lo théorème des forces vives permet d'établir une proposition 
fort importante, duo fi Dirichict, sur In stabilité de l'équilibre d'un sys- 
tème : Lorsque lu» fonrm i/iii atillirilenl un si/sd^viie sont telles i[u'il rxiilf 



'^fonction des forces -^{x, y, z, x',...)i-t que, pot 
U gyêtème, eelfe foiitlian exl tm maximum 
^'igitcstune ponit ion d'équilibre slal 
'rés-ppu les points du syslème de Ici 
m^xiniiim de In ronction ^'t et si on les 



c jiositio/i dêter- 



iTi maximum, la poxilion dont ii 
ie. C'esl-ii-dirc (jiie si l'on t'enrle 
:r$ posillons corrcspondanles nux 
ibandonne & eui-miiraes avec des 
s li'ès-polîtes ou nulles, ils s'écarteront toujours li-is-pcu de leurs 

positions dV'quîlibrc. 
Soient a, b, c, o',... les valeurs des vflrinblesx, t/,z,x',... correspon- 

d.mles II eellp position; Ç, >;, Ç,|',... les composantes des déplaeements 

des points relativement k cette position, à l'époque {; £,, k,, !;,, |^,... ces 

cnmposantes à l'époque t =o; en sorte que 

, = a + Ê„, y„ = t-^;r,„ s„ = c -h i;„,... 
[ Soit 6 une nouvelle fonction des Torccs, telle que 

e{x, y, z, :!'....) = ■} (I, y, r, X',...) - ^|' (a, 6, c, a',...). 
a donc e (n, 6, f, n'...) = o. L'équation (4) peut évidcmmenl 
l^écrire 

T - T. = e (t, ./. -, y,...) — s (r„, y., :„. j-;,...). 
1 simplement 

(8) T^e + {T„— 0„). 
Vit lijpollièsc, 4' est un mnximum pour x=^ a, y = ?»,..., ou pour 
ïI=^o, Ç = o,...., et il en est de même de qui ne diffère 
de ^ que par une eonslante; ce maximum de e étnnt zéro, it s'ensuit que 
pour des valeurs suffisamment petites de £, >i, £,... la valeur de la fonc- 
tion e sera constamment négative. L'équation (S) montre d'abonl que 
celle position où S est un maximum est bien une position d'équilibre; 
car si l'on suppose S„, «„, Ç„,... nuls ainsi que les vitesses initiales, T. est 
nul ainsi que e„ = e(a, 6. €,...), et l'on a T^^e. Or, si Ç,>i,Ç,,., 
cessaient un instant d'être nuls, e devenant négatif comme on vient de le 
voir, T serait négatif, ce qui est absurde. Désignons muinlenani par 
i, [1, V, '*',... des quantités positives très-petites, telles que, pour toutes 
les valeurs de |, n, Ç, Ç',... numériquement égales ou inférieures à 
À, fi, u, 1',... respectivement, la fonction e soit constamment négative, 
ioit, d'autre part, A la plus petite valeur absolue que puisse affecter e 
iftiue le* variables ;, ri, S, ;'.-■■ sont numériquement inférieures h 
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leurs limites rcspccrivcs /, ;i,v, X',..., siujf une «ii iihtsicurs d'ciur'tllfs 
ijiii leur seraient égales. 

Un peut déterminer les v«Icurs £„, ii„, S»,.,, tics Uéploeuincnls ([iii 
rùpr)ndenLii l'instant initial, de (elle sorte l"<]Uc 8, soit négalir, piiisiiu'il 
snDHponr celu que les valeurs absolues de |,, n,,... sntcni numéritiue- 
iiicnl moindres que )., f,-...; 2° que l'on nît 

T„ - a, < A, 

[luisque T., DU la demi-somme des forces vives initiales, sera rendu niisei 
pclit qu'on voudra t^n imprimant des vitesses initiales assez pcliles, c( 
d'autre pnrt a„, qui s'iJvanuuirail en mâme temps que £., >]., C>f-i 
diirérera de iéro iinssi peu qn'on voudra en prenant ces quantités suffi- 
samment petites. 

Cela admis, nous disons que Ç,, v, Ç, Ç', .. resteront toujours rcspceti- 
vcmcnl moindres, en valeur absolue, que l, f*, v, ).',... Car supposons 
qu'une ou plusieui-s do ees variables viennent à dépasser leurs limites 
respectives ; comme elles varient d'une manière roniinue, il y n eu néces- 
sairement un instant oii l'une au moins des quantités Ç, r, ^,... nvait 
alleinl sa limite, les autres étant encore inférieures aux leurs. A cet 
instant, donc, d'après la signification attribuée ii la quantité A, 8 serait 
égal ou supérieur à A en valeur absolue; le second membre de l't^quB- 
tion (8) se composerait de deux termes : l'un, e, négatif et au moins 
égal à A; l'autre, Tv — Bo, positif et moindre que A par l'Iiypothèsc. 
Ce second membre serait donc négatif, ce qui est ÎHipossible, T, ou 
l'énergie actuelle, étant essentiellement positif. 

Les quantités X, jj., v,... pouvant être prises aussi petites qu'on le veut, 
les valeurs de l„r„ïi,... resteront donc toujours très-petites, et les valeurs 

de X, </< -)••■ difTéreront toujours très-peu de a, b, c, ce qui 

démontre la proposition. 

Par exemple, un solide pesant fixé par un point est en équilibre 
dans deux cas, lorsque le centre de gravité se trouve sur In verticale 
du point Axe, au-dessus ou au-dessous de ce point. Mais pour que l'équi- 
libre soit stable, il faut que la fonetioa des forées — j/Mzi (177) soil 
maximum, ou que ii ait la plus petite valeur possible : l'équilibre est 
donc stable quand le centre de gravité occupe la position )ii plus bas^c 
]K>ssible. 

1§S. Appliquons le lliéorêmc de Oiriclilcl uiix forces intérieures qui 
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existent dans un système maléricl quelconque, cl nous aurons une défini- 
lion plus nelle de Ténergic potentielle du système. Parmi toutes les 
positions que peuvent prendre les points du système, il en existe néces- 
sairement une pour laquelle la fonction II = Smm'cp (r) acquiert la plus 
petite valeur possible^ et comme la fonction des forces intérieures 
n'est autre que — 11(178), la position dont il s'agit répond à un 
maximum de la fonction des forces : c'est donc une position d'équilibre 
stable s'il n'y a pas de forces extérieures. Concevons que l'on dispose de 
la constante arbitraire qui affecte la fonction II, de manière que cette 
fonction s'annule précisément quand les points du système occupent leurs 
positions d'équilibre stable : elle sera donc positive pour toute autre 
position du système. Si maintenant nous admettons que le système parte, 
à une époque fo, de la position d'équilibre stable et arrive à l'époque t h 
une position donnée quelconque, le travail des forces intérieures dans 
ce mouvement sera, IIo étant nul, 

2S F,= — n (x, y, z, ... ). 

Donc, la fonction II ou l'énergie potentielle correspondante à une posi- 
tion quelconque du système matériel représente le travail positif que 
développeraient les forces intérieures, si le système passait de la position 
considérée à la position d'équilibre stable pour laquelle cette fonction H 
est un minimum. 

1S4. Le théorème des forces vives s'applique aussi au mouvement 
relatif d'un système par rapport a trois axes GÇ, Gin, GÇ, ayant pour ori- 
gine le centre de gravité G et mobiles parallèlement k eux-mêmes. 

Décomposons d'abord la force vive totale en deux parties. Si u désigne 
la vitesse du centre de gravité ; Xi, yt, Zi ses coordonnées rapportées aux 
axes fixes, les équations 

du N** 175 donnent, v' étant la vitesse relative d'un point M du 

système par rapport à G^yiÇ, 

dx dxi dl , 

-7-=«= -r--*--7-, ou u, = M, 4- u^, etc. 
dt dt dt ^ 

Donc, on a 
2mt?* = lm{vl -H rj -h v]) = Im [(m, -h r^* -♦- (uy -+- r^)* -+- («, -+- v^*] 
= [u] -H wj -H u]) Im -^ 2U, Imv^ ■+■ 2Wy Imv ' -♦- 2m, Iniv!. 

^ ç *î ç ' 

17 
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Maïs, l'origine des axes mobiles claiil au centre de gravite, nous avons 

dl 
2î?iÇ = o, d'où 2m--T-=2mi?ç = o i 

et de même pour les autres axes. L'cgalitc ci-dessus se réduit donc « 

(9) 2mv* =3 Mm' -4- 2«tv'* ; 
c'est-à-dire que la force vive totale d'un système matériel quelconque eM 
la somme de la force vive de son centre de gravité oii Von supposerait 
toute la masse réunie^ et de la force vive totale dont le système est anime 
dans son mouvement relatif par rapport à son centre de gravité. 

185. Evaluons maintenant le travail des forces dans le mouvement 
absolu et relatif. Considérons une force quelconque P dont les compo- 
santes parallèles à OX, OY, OZ sont X, Y, Z. Nous avons 

Xdx H- Ydy h- Zrfz = X (rfx, h- de) -♦- Y (rfy, -^ dn) -^ Z (rfz, + rf^S 

donc, pour toutes les forces intérieures ou extérieures, 

2 (Xdx H- Ydy -^ Zdz) = rfxi 2X -t- rfy , 2Y -^ rfz, 2Z h- l{Xdl -«- Ydn +Zrf&V 

Mais le mouvement du centre de gravité est, d'après le théorème d^ 
N** 167, celui d'un point libre de masse M soumis à l'action d'une fort^ 
dont les composantes sont SX, 2Y, 2Z. Appliquant l'équation de la forer 
vive à ce mouvement, on a donc 

- d. Mw' = dxi 2X -+- rfy I 2Y -+- dzi 17>, 

et l'équation ci-dessus devient 

2 (Xrfx -4- Ydy -h Zdz) = -d. Mti' h-. 2 {Xdc, -4- Ydr, -h Zd?). 

Substituons dans l'équation (i) relative au travail élémentaire, la 
valeur de 2'wy' donnée par (9) et la somme des travaux des forces que 
nous venons d'obtenir. Nous aurons, réduction faite, 

- d. Imv'^ = 2 (Xdi -h Ydn -^ Z(/$). 
2 

Or, cette équation ne diffère de l'équation (i) que par la substitution de 
Ç, yj, Ç, w' à X, y, z, u, c'est-a-dire que la force vive du système et le tra- 
vail des forces sont maintenant évalués, non plus dans le mouvement 

absolu du système, mais dans son mouvement relatif par rapport aux 
axes GÇ, Gri, GÇ. Donc, en intégrant les deux membres de l'équation 



depuis (o jusqu'à f, on en déduira le lliéorème suivant : L'équation des 

forces,vives subsiste complètement, lorsquau lieu d'évaluer la force vive 

du système et le travail des forces dans le mouvement absolu du système, 

on les évalue dans son mouvement relatif autour de son centre de gravité. 

Observons d'ailleurs que le travail des forces intérieures pendant le 

*«mps ( — to étant mesuré par Ho — H, comme on Ta vu (ITS), et la 

/onction II renfermant seulement les distances réciproques des points du 

système, ce travail ne dépend nullement du système d*axcs coordonnés 

auquel on rapporte les points mobiles. Le travail des forces intérieures 

^^i donc le même dans le mouvement absolu et dans le mouvement relatif. 

On appelle énergie totale intérieure du système la somme de son 

énergie actuelle évaluée par rapport au centre de gravité, ou — 2wii;'*, et 

^e son énergie potentielle qui, d'après la remarque que nous venons de 

^^îre, est indépendante des axes fixes ou mobiles auquels on rapporte le 

système. Le théorème des forces vives s'appliquant au mouvement relatif 

^u système par rapport à son centre de gravité, il en est de même du 

^ïïéorème de l'énergie qui est une conséquence du premier. Ainsi 

La variation de l'énergie totale intérieure d'un système matériel quel^ 
^nque pendant un temps donnée est égale à la somme des travaux des 
forces extérieures pendant ce temps, évalués dans le mouvement relatif 
^^ système autour de son centre de gravité. 

El s'il n'y a pas de forces extérieures appliquées au système, son énergie 
totale intérieure demeure constante. 
Ces propriétés sont d'une haute importance dans la thermodynamique. 



Exercices sur les deux chapitres précédents. 

i . Deux points M, M', placés respectivement en A et B à Télat de repos, s*attirenl 
proportionnellement à leurs masses m, m' et à leur distance MM'. Déterminer leur 
mouvement. 

/?. Origine A; AB = a, AM = a;, AM'=:a;'. D'après le principe du centre de 
gravité, on a 

(a) mx -f- m'x' = m'a. 

D'ailleurs, les équations du mouvement sont 

_ = m' («' — »), -^rzr-wlx'-x), d'où -^ — -' = -(m4-m')(jt'-x). 
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Intégrant ot combinant avec (a), on trouve 



m'«(i — C05 / V^m -♦- m') , m'a -H ma eos / i^m -f- m' 

I je = 



m -♦- w m-H m' 



9. Trois masses ftii, fTit, fis, liées invariablement, sont soumises, dans la directioo 
des z positifs, à la pesanteur ; dans la direction des x positifs, à une force accélératrice 
proportionnelle au temps, fit. Déterminer les coordonnées a?i, yi, Zi et la vitesse «do 
centre de gravité de ces trois masses a un instant qnelconque, ainsi que sa trajectoire. 

Les coordonnées initiales (ai, 6|,C|), (a«, 6^, Ci), (as, 6^, Cs) des masses mi, mtriit 
sont données; leurs vitesses initiales sont nulles. 

/?. Posons 

fn^a^ -+■ m^a^ H- ifija» tnihi ■\- mjbt -H fnjb% m\C\ -H n^% -H ««f» 

a = » /3 = 9 y = — 1 

flli H- flit -H Wj Ifi I -I- fllt H- fils l»! -H mt -♦- «i 

nous trouverons 

tt/» 0^« t . y r- 



X| = a 



-,=,-i[:-(.,-.)]' 



a. Machine d^Attoood. — Deux masses pesantes M, M' (M ^ M') sont rconici pir ^^ 

fil sans masse passant sur une roue mobile autour d*un axe horizontal 0. DélcrmiMB^r 

le mouvement du système. 

de -^ 

/?. Soient a le rayon de la roue, a» = -- la vitesse angulaire de la rotation, pi**^^ 

ai 

positive dans le sens où agit le poids M. La somme des moments des quantités de m^^u- 

vement du système par rapport à Taxe est égale à « [H H- (M -♦- M') o«], H design**' 

la somme ^mr^ des masses des points de la roue multipliées par les carrés leV^ 

distances à Taxe. La somme des moments des forces extérieures par rapport à cet 0^^ 

est (M — M') ga'j le théorème des moments (i *•) donne Téquation 

[H^,M^M')«.]±; = (M-M'),a, d'où « = JJ^^^-L. 

La vitesse de la roue est donc, toutes choses égales d'ailleurs, d*autant moindre ^ 
M — M' est plus petit, que II et M -h M' sont plus grands. 

4. Un treuil est mis en mouvement par une masse pesante M suspendue à i>>^ 
enroulé sur l'arbre; la vitesse de rotation est modérée par un système d'ail^^* . 

— ^ „ .^. .« , 

sur les ailettes étant proportionnelle au carré de la vitesse angulaire. 

/?. a le rayon de l'arbre, H la quantité ^»wr* étendue ù tous les points de Tarbi'^^ 
des ailettes; kot* Texprcssion du moment, par rapport à Taxe du treuil, de la résista ^^ 
de l'air contre les ailettes. Le théorcmc des moments donnera, comme dans l'exei*^ I 
précédent; 

(H -*-Ma.)_ = Mj« -*.,., ou _=X^L__J. 
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CD posant A = ]M^as(*. Cette équation, semblable à celle qui détermine la vitesse d*un 
point pesant dans un milieu résistant (iSV), se traite de mémo et les conséquences 
soDt semblables. Discuter. 

ft. Une droite rigide, dont la masse est insensible, tourne autour d*un de ses points 
dans un plan horizontal ; une masse m peut glisser sans frottement sur la droite ; une 
niasse m' est fixée sur la droite, en un point A, de Tautre côté du point fixe. Le mouve- 
Dent de rotation de la droite est donné; trouver Péquation différentielle de la trajec- 
toire du point m. 

A. Soient Om'==a; r, 9 les coordonnées polaires de m; 9 est une fonction donnée 
de (. Le théorème des aires et celui des forces vives donnent 

de dr* de* 

(mr« -*- m'o«) — = A:, m — -f- (mr* -4- m'o«; — = A, 

^) h étant des constantes faciles à déterminer par les données initiales. Éliminant d/, on 
* pour Téquation demandée 

dr* h 

m-;— -4- (lîif* -h m'a*) — ^i ("^^ -*" »»'«*)* = o. 

*• Un solide de masse M peut glisser sans frottement par sa face inférieure sur un 
pUn horizontal. Un plan vertical, passant par le centre de gravité G du solide, coupe 
sa surface supérieure suivant une courbe connue ABC, et un point pesant de masse m 
>^nieut librement sur cette courbe. Déterminer le mouvement du point m et celui qui 
en résulte pour le solide, la vitesse initiale étant nulle. 

^' Soient, dans le plan vertical ABC, deux axes GÇ, G)7, horizontal et vertical, passant 
psr le centre de gravité ; Ç, >j les coordonnées du mobile m par rapport à ces axes, 
^^? (>i) Téquation de la courbe ABC j ^i, Vf les coordonnées do G par rapport à deux 
axes Gxcs parallèles aux précédents (y, est constant par Thypothèse). — Le théorème 
do centre de gravité fournit Péquation 

dxa m df 
(M-i-m)«i -H»«l = const. ^o, d'où -— — = — 

^ travail des forces intérieures étant nul, l'équation des forces vives donne, par 
'^ualion précédente, 



M d|« d>,« dn\/M^m^Mf'(ny 

•\"-— = 2g(r)Q — >î), a OU al = do- 



M-f-md(* d(* \/29{M-k-m)(yio-yi) 

On a, par quadrature, t en fonction de v} ; par suite >j, ( et X| en fonction de I. Si ABC 
^t une droite ( = av} + /3| et que Ton pose 



* V^2^ (M -4- m) = l/M -H m -♦- Ma», 
on aura 

<• at* I / ^ mixl*\ 
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V. Délerminer le roouvemeut d*une baguette rectiligne, Iiomogènc et pesante ABi 
dont les extrémités s*appuicQt sans frotteroeat sur deux glissières, I*une horizontale 0\ 
l*autre verticale OY. Calculer les pressions ct et a' exercées en A sur OX, en B sur O »• 
La vitesse initiale est nulle. 

/{. Soient AB = 2a, Mf/ le poids de la barre, applique en sou milieu G ; l'angle O^''' 
de la baguette avec Thorizontale. Le théorème des forces vives donne, le travail <^^ 
réactions normales a et u' étant nul, 

Vwu* =r 2 M^ (sin Oo — sin 0)- 

Pour calculer ^mt»", on observe qu'un point M situé à la dislance z de rextrémit^^' ^ 
a pour coordonnées x = (2a — z) cos 0| y = 2 sin ; que la densité linéaire p de ^ 
baguette est M : 2a; on a, calcul fait, 



d *où enfin 



2my* = \ ùvulz = 3 Ma» -— • 
Jo 3 rf^ 



(^) ^ = f-(sineo-sine). 
dr 2a 



Cette équation détermine 9 en fonction de /, ce qui fait connaître tout le mouvemei nt 
de la barre. Si l'on pose ç = 900 + 6, on retombe sur Téquatiou du pendule simp^^KJe, 
d'où ce théorème : Concevons une verticale mobile AZ pouant par le point A: ^ 

mouvement relatif de la baguette par rapport à cette verticale sera celui d'un pendt^^^dle 
simple de longueur / =b 4a : 3, jusqu'au moment où la baguette AB étant couchée #s=. nr 
l'horizontale OX s^arrêtern brusquement. 

Pour calculer o, a\ on peut faire usage du principe du centre de gravité ; il foart ùt 
■ les équations 

d*x I d*v I 

M — -j- = a, M -7-,-= — % ■+■ ^\ et Ton a a?| =: a cos 0» Vi = « sin Ô. 

De là et de Téquation (^) on lire 
0=— — OsiuôcosO — 2sinGoCosÔo), a' = My i-f--(2sin'0 — cos*0 — 2sinO»siD^S) 

S. Théorème de Villarceau, — Dans un système matériel quelconque, soi^" •^^ 
G =z^mp* la somme des masses dos points multipliées par les carrés de leurs distaD<^^ ^ 
à une origine lixe, v la vitesse d'un point, P la force extérieure appliquée à ee poi»^-^ ' 
n réuergie potentielle du système; on a, à chaque instant, 

Zmv* = ~ —-v -♦- ^r-- 2, Vp cos (P, p). 

2 dt* dr r \ I r/ 

•. Un système de points matériels libres qui s*atlirent en raison directe des ma^^ 
et en raison inverse du cube de la distance, n*est d'ailleurs soumis à Taction d'auct^ 
force extérieure. Démontrer que la quantité 

d*G _ d*ymp* 
~dF — ~dl*~^ 

est constante, quels que soient l'instant considéré et le point O auquel se rapportent ' 
distances p. 
/?. Combiner le théorème do Tex. 8 avec réquatioii dos forces vives. 



Mttê. Les ihéorèmes gëaérouit qui prëcùdcnl sufliseiil, comme dous le 
*ori-u[|s, pour rësoiidre les [irublèmcs irlotirs au motivcnienl des solides; 
"lais relie uppUeution exige le calcul de certaines sommes qui s'étendent 
" tous les poinis maUiriels d'un corps, semblables à celles que nous 
u «>fferU:s la lliéurie des centres de ^ravili!, ei l'élude de leurs ppopriétés, 
■lui jouent un rôle imporUint dnns les questions rclaltvcs au mouvement 
•'es solides. 

On nomine mainenl d'iiteilîe d'uu eurps pui- rapport à une droite la 
>ioniaie des musses de ses points multipliées respectivement par les earriSs 
leurs dislanecs n la droite. Si donc m représente la masse d'un point, r 
■ distance A lu droile, Il le moment d'inertie du corps, on a 

H=2«,r", 

• (Icsignant une somme qui s'élend !i tous les points du corps. 
Les coordonnées de lu masse »t étant j-, if, z, les moments d'iuerlie 
It, C du corps par rupport uu\ uxes OX, OV, (K auront pour e\pres- 
Uons 

A = 2m (t/' + z*), a = 2j« (;* + jc'), C = S.m {-e' -t- »/'). 
Oovoil, pnpcc qui pi-c^cède, que Icmiiiiiciitd'incrLic d'un corps dépciul 
** de lu distribution de lu mnlière duns le corps lui-même; 2° de la 
position de la droile par rapport à laquelle on prend le moment d'înerlie. 
'^ous allons successivement cbcreher pour un même corps, supposé 
'^**nni;, les relations qui ont lien enlre ses moments d'iuerlie par rapport 
" HilTércnles droites 1" passiint par une mâmc origine ; i" parallèles à 
"Hv iiidme direction donnée, 

187. Soient et, p, y les angles directeurs d'une droite OS; MP ^ r lu 
'^isfcnicc d'un |ioinl (x, y, z) à celle droite. On a 

'' ^m* — ÔM* cos' MOS=(j' -»- y' -t- a*) — (x cos « -i- i/ cos [3 + s eos y}' 

= (i' -t- (/» ^- 3'J (cos* a + cos» P -1- eos' y) — (x cos a -*- y cos (3 ^ ; cos -/)* 

^{'j'-^ z') cos* « + (î' -t- X*] cos' p -t- (j' -+- if) eos' y — ayz eus (3 cos y 

— aix cos •/ cos a — axy cos « cos [3. 
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SabslîlunnL <lnns IV'qufllioii H ^ 2'"'''i faisniil sorlîrdu signe '. 
fflclcurs cos'a..., cos [3 cos-/,.. .. [|ui sunl commiiiis h luus les poJOt 
posuiil 

n = ltiiyz, E — lmzx, l'^^o'^'J. 
011 trouviTii, pour le laoniciit tl'incriie |iar i-Hp|)ort ù O.S, 
(i) 11 = A cm' a +■ Itcos'p -t- Cfos'y— 2Dcos[3eos-/ — 2Epos/eosa 
— 2F cos acûs p. 

Mi)is h lui siiivunt Inqucllc vitric H d'npr^s In direction de OS se mani 
tesie plus cIniremcnL pnr la constructioa suivnnie : porioiis sur OS, 
|)iirlir dcroHgine, une longueur OU ^ i : l/H. Les coordonnes;, ïj,Ù 



pUJI 



llls 



cos |i 

— ÎTif 


^ cos ■/ 


■S de cos a, co» 


fî. cos V , 


du iHCleiir II, 





n(«- 



Cl si l'on subsliUic ces vnle 
il viendra, après su ppressii 

(a) AS' + lïV -t- ce — aDïiÇ — aE?; — aFEr; = i, 
équnlion qui est celle du lieu géomclriijuc du |)oînt R. Ce lieu €^' 
une surface di> second ordre qui » pour centre le point O; elle t^^ 
fermée puisque OU ne pcul devenir ni iiiinginnirc, ni infini; c'est dor* 
un ellipsoïilc. Donc, si l'on porte sur chaque rfroife OS paaxaiil par i^- 
poialQ, d partir de ce point, une longueur égale à l'unité divisée par ^' 
racine carrée du moment d'inertie correspondant, le lieu des exlrémilt^'^ 
de ces droites sera un ellipsoïde ayant pour centre le point O. On |i 
nomnm VelUpioide central Aa corps rclalif au point O. 

On suit, pnr les {iroprit'lés des surfnces du second ordre, que ce 
cilipsuifde admet trois diHmélres recta ngulii ires qui, ctnnt pris jwur 
coordonnés, iiiiraiciil rnmcné l'équation de la surface l'i In forme 

(3) a|' + b>i' + cî;' = i, 

les coelBeienls de 5/], ïÇ, ïjC étant nuls : ce sont les nxes prineipaux 
rellipsoïde; on les appelle ici axes principaux d'inertie du corps par 
rapport au point 0, et les moments d'inertie A, H, C qui y rnpporlcut 
sont \t:s moments princip^tux d'inertie. D'nilleurs, comme In cundilion 
pour que i'fiqiiulion de la surface ne renferme pas les i-eclanglcs^»!, el«,, 
eit que D, E, F soient nuls, nous lirons de lù cette prnpriéU igm 
^hpar un point quelconque O de l'espace nn peut loujot 



PW Tectangufaires tels r/vf, si l'on y rapporte /rs points ntulêrteh d'un 
frju quelcontiue donné, un nit 
^mijz =^ o, 2mx: ^ o, ^inxij = o ; 
^f sont les axes principaux d'inertie du corps relatifs à cf point O. 
La recherche des axes et des moments princîpniix d'intrlic d'un corps 
pour une oHginc donnée revicui donc à celle des nxe.s principaux d'un 
(-'llipsnide, en grnndeur et en direction. Ce problème » clé résolu diins 
'■' géomcti-ie nnnlyliquc, et nous ne nous en oentperons pus. 

■ 8S. L'expression (i) du moment d'incrlic 11 d'un corps pur rnpport 
■• »»iie droite OS devient, en fonction des mumeiiLs pnncipnux A, It, C et 
«les uii|;Ics a, Ci, •/ ijue celte droilc fait nvcc les a>ies prîncipiiux, 
k (+) Il = A cos» a -^- n ros' ^ -t- C. cos» ■/. 

^^ On déduit de cette équation, ou de la considération de l'ellipsoïde 
•■emrnl, les corollaires suivants ; 1° l'axe du plus grand moment d'iucrlie 
'"<^>ïticidc avec le plus petit axe de l'cIlipsuTtle ecniriil, et l'axe du plus petit 
"■onieni avec le plus grand nxe de l'ellipsoïde; 2" si deux moments 
Pi'incipHUx sont égaux. Il ^ C, l'ellipsoïde central est de révolution 
autour du troisième axe; toutes les droites également inclinées sur cet 
*'kc donnent des moments d'inertie égaux ; celles qui sont normales à eet 
"te donnent des moments égaux i H et sont des axes principaux. 

^'' Pour qu'une droite OZ soit axe principal d'inertie du corps rclnlî- 
,*"^»ïient A lin point de cette droilc, il faut cl il suffit qu'en prenant le 
**«m pour origine et la droite pour axe des z, l'équation (2) ne icnfcnne i 
''•U carré, c'est-à-dire que l'on ait D = o, E = o, ou 

P*llc est donc la condition à laquelle on reeonnaitra que OZ est un axe 

VltO. La loi qui lie les moments d'inertie relatiTs à des droites paral- 
p»«s se résume dans un [héoréme simple. Soient OZ, O'Z' deux droites 
**Mini!les; H, II' les moments correspondants d'un corps déterminé; 
^ 1« distance 00' des deux droites. La droite OZ êtuni ])rise pour axe 
'''■s ï cl 00' pour axe des x pnsirirs, nous avons 
H' = 2Htr'' == £m [(x — 5j* ^- y*] = 2m (x* + >f) + Mo'* — z'Umx, 
''», Z| désignant l'abscisse du centre de gravité, 
H' = II -t- Mo' — a^Mi,. 



de gravité du 



e simplifie si l'on su|)pose ijuc OZ [iiisse [lur 1 



(5) 



H' = H -hMîÎ', 



l'ust-H -dire (iiic le mommt d'inerlie du ror/iit par rapport à une droite 
quelconque est égal au vioment d'inertie par rapport à une. parallèle à 
cette droite menée par le centre de gravité, plus le moment d'inertie da 
centre de gravité lui-même, dans lequel toute la masse serait réunie, par 
rapport à la droite proposée. 

D'où il suiL que, de toutes les droites paruUùles îi udc même dircetîon, 
celle i|ui pnssc par le centre de gravité n le plus petit moment d*inertic> 
et toutes celles qui sont situées k la même distance de ce centre oot des 
moincnb d'inertie égaux. 

Le tliéorème préeédcnl, joint k la propriété qu'a l'ellipsoïde central de 
donner les moments d'inertie relatirs il toutes les droites passant par un 
même point, permet de trouver lu moment d'inertie du corps pur rapport 
h toute droite de l'espace, qunnd on eonnait les axes prïucipuux relatifs 
à son cenlrc de grnvité. 

190. Considérons les eoelBeients t)='S.>>iyz, E = imix, Fs=Smjrj/ 
relatifs ii un système d'axes rectangulaires donnés, et cherchons les 
coeffieitîHts D' = Imj/'z', E' = X«t''x', F' = 2'ti'i/' rclalifs ù un 
système O'X'Y'Z' d'axes parallèles aux premiers. Les coordonnées de O' 
par rapport à OXYZ étant a, p, y, nous avons 
D' == Z'ii'j'x' = 2.m(tj — |3) (z — y) = 2»(^: — fi^mz — y^mij -*- .11,3/ 



/ D' = D-M(pz. -^-/y. 


-w, 


(6) j E' = E-M(-/ir, + «, 


—/«). 


f K' = F - M (ai/, + Çix, 


-«B- 


ules permettent de l'ésoudrc plusieii 
'origine coïncide avec le centre ik 


S questions 
gravité du 



1° Si l'origine O coïncide avec le centre ilc gnivitO du corps, a:,, y,, :, 
sont nuls; on a 

»' = D + !i%, E' = E H- Mya, F' = F -h Wa|3. 

2° Si OZ est un axe principal relatif au i-entrc de gravité 0, It cl E 

sont nuls (ISS); si de plus on ndmct que le point 0' suit sur UZ, c'cdl- 

&-dircquo cl = o, |3=^o, on aura évidemment 

D' = o, E' = o, F' = F, 



r le |)uinlO'. De là 
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c O'Z' 011 OZ sera encore axe principnl d'im 
t ibéorème : Chaque axe principal d'inertie d'un corps, relatif à son 
de gravité, jouit de la propriété de rester axe priticipal relative- 
; chacun de ses propres points. 
S" Étnnl donnée une droite OZ, déterminer sur cette droite un point 0' 
|)our lequel OZ soil un uxe principal d'iiicrlte du corps ? — Prenunt OZ 
^^poupase des ;, on aura dans les Toiniules (6), a = o, (5 = o, et il tiiudra 
^Kue l'on ait aussi D' =: o, E' = o pour imc li^ point 0' satisfasse à la 
^^Eneslion. De Ih les équations 
^K o = D — My^,, o=.E — M,.x,, 

Il faudra donc, pour que le point 0' existe, que l'on ait In relation 
Dki — Ei/i=o, et alors rdquiition pri-rcdente déterminera y et fera 
roanaitre la position du point O'. 

■ 91. Nous allons montrer l'importance des moments d'inertie dans 
diverses questions relatives h la rotation. 1° Supposons un solide tournant 
actuellement autour d'un axe OR, fixe ou insl.-intané, avec une vitesse 
angulaire u, et cherchons la somme des moments des quantités de mou- 
Tement du solide par rnpiiorl h cet axe. Si m, r désignent la masse d'un 
toînl et sa distance à l'axe, sa quantité de mouvement est mur, et comme 
Ue est normale h l'axe OR cl au rayon de rotation r, son moment par 
npporl !i l'axe est mur*, le sens des moments positifs étant celui des 
lations positives. On a donc, pour le solide entier, 
2rnMr' = u2wr' = Hw, 
e des moments des quantités de mouvetnent d'un solide par 
rapport d son axe de rotation est égale au produit de la vitesse angulaire 
par le moment d'inertie du corps par rapport à cet axe. 
t 2° Pour trouver l'axe du couple rêsullunt des quanlilés de mouvement 
D solide relatif à tin point 0, pris sur l'nxe de rotation Oit, supposons 
lie l'on choisisse pour axes cooi^donnés OX, OY, OZ les axes principaux 
Ffnertie du solide par rapport au point 0, considérés dans lu position 
ps'ils occupent actuellement, et soienl p,q, ries composantes de l'axe 
Isiantané OR suivant OX, OY, OZ. Les composantes de la vitesse d'un 
feint »t {x, y, z) sont (17) 

^'fz-ry, ,',, = rx~pz, r, ^pg - 



s Jes qiiiiiililés île muiivciueiil piir rapporl il OX 



- r^mxz. 



Lu sominu licé ii 
scrii donc 

Im {yv: — zv,) = pS.ni (^ + c') — qlmi/z 
Ii;5 fiicicurs;), t{, r pouvant élre mis hors ild .si)|;ne £• Mnïs OX, OT, OZ 
clonl des nxes principutix d'inertie, si A, B, C désignent les in oincnls prin- 
cipaux correspondants, nous avens 

2m(y' + î') = A, ■s.myz=o, Smxs^o. 

Sub^tidianl, et opûranl de mt'uic pour les axvs OY, OZ, on aura 

Ap, nq, C.r 

pour le» projections lU l'are du couple résuUanI des qiiantilèg de moHiM- 

ment du sùlide sur les axes principaux d'inertie relatifs au point 0, prù 

sur l'are de rotation. 

H" Enliti, la force vive totale du solide, dans sn rotniion nni 
a pour valeur 

2,mv* = 2ma'r' =s w'2mr' = Hi.)' ; 
elle est le produit du carré de la vitesse angulaire par te moiii' 
du solide par rapporta l'axe de rotation. 

Soit 2"""' le niumenl d'incriie d'un corps par rupport ù une droite; 
posons 

2mr* = Mit*. 
I (nijintiuf k, définie p:ir cette éijiintion, se nomme souvent le raya» 



r lie OR. 



m dii 



de 



ffy* 



19S. Calcul des moments d'inertie. — La diflîcult*! cal la même 
que dans la rerherclie des eenlt-cs de gravité : une sommation h Taire 
pour tous les points matériels d'un corps; et on la tourne de la mémo 
manière (lOt). Soient H=2mr' le moment d'inertie Ii évaluer, p Ix 
densité du corps en un point quelconque {r, y, :). Décomposons le 
volume du corps en cléments très-petits \ut\ U tnnsse contenue dans un de 
ces éléments éianl pAu, et la distance désignée pur r étant scnsiblcmciit In 
même pour tous les points compris dans l'élémcnl, la portion du mniiicni 
d'inertie lotnl 11 qui répond ii l'élément ^o» sera sensiblement éfCHlr 'é 
pAto.r', r su rapportant à un point déterminé de cet élément. On uuni 
donc 11 => 2or'Au, le signe 2 se rapportant ici « tous les éléracnls de 
volume Au compris dnn« le corps. Or, eclie somme ne diffère qu'inOni- 
mcnt peu de rinléfçnilc ilélinie triple ipji serait sa limite si l'on faiiotl 



tendre vers zéro tous les ëlëmcnts Aw, en sorte que l'on aura sensiblement 

FI = Jpr'dw, 

d(ù étant Télément infiniment petit du volume du corps^ et les limites 
de Tintégralc étant les mêmes que pour l'évaluation du volume de 
ce corps. 
En raisonnant de la même manière, on transformera les formules 

A = 2m (y« -h z»), B =» 2m (z« -*- x«), C = 2w (x« h- y% 

qui déterminent exactement les moments d'inertie relatifs aux axes coor- 
donnés, en celles-ci 

A =3 Jp (y« -H z«) d(ùy B = Jp (z« -4- x*) dw, C = Jp (x« -4- .y«) dw, 

dont l'exactitude suffit pour les évaluations les plus précises. On aura 
de même 

D = ^py zdcù, E = ^pzxd(ù, F == Jpxydw. 

Ces dernières intégrales s'annuleront si l'on choisit pour axes coordonnés 
1^ axes principaux relatifs à l'origine 0. 

I9S. Prenons pour exemple un parallélipipède rectangle homogène. 
L'origine étant au centre 0, les axes OX, OY, QZ parallèles aux arêtes 
20y 26, 2C, la constante p sortant du signe d'intégration, il est clair que 
Ton a 

^yzdcti = 0, ^txd(ù = G, Jxyrfw == o, 

à cause de la symétrie par rapport aux plans coordonnés. Les axes OX, 
OY, OZ sont donc des axes principaux. Nous avons ensuite, en posant 

d(ù = dx dy dzy 

f -. r . r^"** . , (*•+"*, f-*-^, . r^'l-^« 8pa'6c 
UxHtù = p \x*d(ù = p I a:'ox V dy\ dz = 4p6c — = -* > 

ou, à cause de la relation M =^ 8pabc, 



Un cnlcul semblable donne 



i' 



VptyMw = > Vpz»o&>= 

''Cs moments principaux d'inertie relatifs au point sont donc 

A=-(6«H-c«), B=~(c«-4-a«), C=-(a«-t-6*). 
3 3 3 





I 



194. Comme second exemple, déterminons le moment d'inertie H' 
l'une Icnlîilc liomogénc, biconvexe, comprise cnlre deux cnlolles 
s])li('r]i]urs Ae même myon R, pur rnppori ^ «ne droite MN 
I pnrallî'lc h l'axe de ijgure OX de In icnlille et disUnt 
■ quantité 5 de cet axe. Soient 2a = AB l'épais 
Il c3 CD le rayon de la lentille, Clierriions d*ubor<) 
ornent d'inertie H relatif Ji l'axe OX, Décomposons 
lumc de ]i> lentille en tranches infiniment minces par 
des plans perpendiculaires à Taxe OX, et cliai^uc tranche en nnncaut 
de rûvolulion nulour de cet axe. Komninnl x, y les e^ordonni^es d'un 
point de l'élément plan générateur, pnr rapport ï h\, AY, on » 
(évidemment 

) représentant l'ordonnée de l'a 

ces dn point D éliml o, 6, on a 
« = fl{2R — «) ou aRo=rn' 



= /l(^ 



Pour avoir H', nous dci 



-(«* ^- 5«'t' -1- lofi*), 

ns (ISS) ajouter à II le produit ■)« Il 



M 
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M de la lentille par la dislance $ de son centre de gravicë à la droite MN. 
Or, nous trouvons facilement 

= 2p • TT I y^dx = 27rp l (2RX — x') dx = 27rpa' ( R j > 

ou, mettant pour R sa valeur, 

M = 27rpo I — - -4- — j = -L (a» ^ 3^»). 

Donc, enfin, 

H' =^ ïa' -4- 5o«6« -4- 106* -+- 10 (o« -f- 36*) 3« 1. 

'V 95. On a besoin de calculer, dans certaines questions de mécanique 
"Pl>liquëe, le moment d'inertie d'une surface plane par rapport h une 
droite OX, ordinairement situëe dans son plan. On nomme ainsi la 
soïHme H des ëlëments infiniment petits rfw de Taire, multiplies respec- 
li^omcnt par les carres de leurs distances r a la droite OX. On a donc 

H = 2r^d(ù = J dx J r*rfy, 

1^^ limites des intëgrales ëtant dëterminëes par le contour de l'aire. Si la 
^l'^oiic OX est prise pour axe des x, que l'on désigne par i/o, y les ordon- 
^^€is correspondantes h un même x sur le contour de l'aire, par Xo, x les 
valeurs de x entre lesquelles tombent tous les points de ce contour, 
^^ «ura, 

Çx ry I rx 

r=y, H = \ dx\ y«rfy=-l (y^ — yl)dx. 

JVo Jt/o oJXo 

exemples. — I. Rectangle y par rapport à une droite parallèle à un de 
«<î« calés, — Soient AD == a, AB = 6 les côtes du rectangle, d la 
^^ïsifliice du côte AD à la droite OX qui lui est parallèle. On a ici 

yo = à, y == 5 -h 6, x^^Xo-^ a^ 
d'où 



3J 



*"■*"" [(^ H. 6)3 __ 33] jy. = -(33» ^ 363 -^ 6*). 

Xo 3 



II. Ellipse, par rapport à Vun de ses axes. — L'cqualion de l'ellipse 

ëlanl 

X* V* 

1- '^-—^rs I 

a' 6' ' 



H est égal à quatre fois le momcnl d'inertie du quart de l'aire de Tellipse^ 

on a donc 

6 y 

Xo = o, x=a, yo = o, y=>-Ua* — x*, 

a 



d'où 



3a' Jo 



Posant x = a sin cp, on trouve 



H =-^^ 1 cos* cprfcp = i (l -♦- C0S2<p)*rf(p, 

3 Jo 3 Jo 



d'où 



h=î:^' 



Ex(rcice%, 

t. Démontrer que la somme des moments d*inertie d*un corps par rapport à trois 
droites rectangulaires partant d*un point est constante et égale à la somme des 
moments principaux relatifs au même point. 

A. Conséquence de Téquation (4). 

%. Déterminer le point de Tespace pour lequel les axes principaux d*inertie d*un 
corps donne sont parallèles à trois directions rectangulaires données. 

/}. L^origine des axes, parallèles à ces directions, étant placée au centre de gravité G 
du corps, soient D = 2»»y^. E = 2»'»^^i F = imapy les coefficients relatifs i ces 
axes ; a, ^; y les coordonnées du point cherché. On a, par les équations (6), 

^ / EF / FD ^ / DE 

«=y-Mb' ^=\/ -fil' -'^y-MF* 

S. Étant donnés trois axes rectangulaires OX', OY', OZ', et les coefficients corres- 
pondants à ces axes pour un corps donné, A' ^ Vm (y'* -+- z^),...., D' s= Vmy'^',...., 
trouver les directions des axes principaux d*inertie relatifs au point et les moments 
principaux correspondants A, ^^ G. 

R. C'est le même problème que de trouver les directions et les grandeurs des axes 
principaux d*un ellipsoïde dont on a Téquation. Soient m, /9, y les angles directeurs d*an 
axe principal, H le moment d'inertie correspondant; on aura 

A' cos « — F' cos /8 — E' cos y R' ros /3 — D' cos y — F' cos a 

cos X cos yS 

__ C cos y — E' cos a — D' cos ,9 
l'OS y 
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/ (A' — II) cos a — F' cos i9 — E' cos y = o, 
(a) I — F'cos«-*-(B'— H)cos^— D'cosysaO, 
f — E'cosa — D'cos^-+-(r/— II)C0Sy=:O. 

^s équations conduisent, par rélimination de cos a, cos j3, cos y, à celle-ci : 

A' — H —F' — E' 

— F' B' — H — D' =0, 

— E' — D' C — H 

<^Ua(ion dont les trois racines réelles en H donnent les valeurs des moments princi- 
paux demandés, après quoi le système (a) fera connaître, pour chacune de ces valeurs 
^^ B, les cosinus directeurs de Paxe principal correspondant. 

-A. Connaissant les axes et les moments principaux d*un corps relatifs à son centre de 
gravité G, trouver les axes et les moments principaux relatifs à un point donné R. 

^. Les axes principaux relatifs à G étant pris pour axes coordonnés, soient A, B, G les 
moments principaux; Ç, «2, ç les coordonnées du point K, r=:GR; H le moment 
d*inertie du corps relatif à une droite menée par K et ayant pour cosinus directeurs 
cos a, cos j3, cos y. On a, par les équations (4) et (5), 

H==:(A-4-Mr^cos»a-*-(B-HMr*)cos»/3-t-(G-4-MH)cos*y — M(Çcos«-+-*ïCOS/8-t-Çcosy)». 

Pour rendre H maximum ou minimum, ou pose dH ^ o ; on a d*aillcurs 

cos a d. cos a -4- cos /S d. cos /S + cos y d. cos y = o ; 

combinant ces relations et posant 6 = Mr* — II, on a 

(A~*- 6) cos « — MÇ (Ç cos a-4- »î cos ^-4- ç cos y) = o, (B-+-Ô) cos j9 — M>7 (I cos «-+-••) = o, 

(C -4- 6) cos y — Mç (Ç cos a -4- ••) = o, 

^Uations qui conduisent, par Télimination de cos a, cos j9, ... à 

Ç* »»• ç* I 



(^) 



A-4-e B-+-e c-4-0 M 



Cette équation a trois racines réelles en 0, qui sont les valeurs de MH — H corres- 
pondantes aux axes principaux d*inertie relatifs au point R. La direction d*uu axe 
principal vérifie les équations 

cos a cos /3 cos y 



A-4-0 B-4-0 c-4-e 

qai conduisent au théorème suivant : Si dans Véquaiion (/S) on considère Ç, >}} ç comme 
des coordonnées courantes ; comme un paramètre variable, cette équation représente un 
système de surfaces du second ordre homo focales à Vrllipsoïde 

A B^C • 

Par chaque point R de l'espace passent trois de ces surfaces (ellipsoïde, hype rholoVdcs à 
une et deux nappes) ; les tangentes auœ courbes d'' intersection des trois surfaces en R 

18 
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se coupefU à angle droite et nnnl les directions de* axes principaux d'inertie retalifi 
au point K. 

ft. Connaissant les axes H moments principaux relatifs au centre de gravité d*uo 
corps, trouver les points de IVspace pour lesquels Tellipsoïde centra! se réduit à une 
sphère. 

R. On calcule, par la transformation des coordonnées parallèles (•••), les quantités 
^m (y'* -+-«'■),.. 2»»y'z',... relatives à un point quelconque; on trouve f<» qu*il fau^ 
que IVIlipsoTde central relatif au c. de gr. soit de révolution autour de son plus petit 
axe; 2» qu*il y a alors deux points vérifiant la condition, situés sur cet axe de part €*t 



\/^ 



d'autre de G, à une distance % / • — -- — , G se rapportant à Taxe de révolution. 

•. M. d*in. d*un ellipsoYde homogène par rapport aux axes. 
R. Soient 2a, 26, 2C les axes ; on n 

A=-(6»-Hc«), B = - (c» -*- rt»), G=-(a« -♦-(»»). 
O j o 

t. M. d*in. d*une sphère homogène par rapport à un diamètre. 
R. Le rayon de la sphère étant R, on a 

15 '^ 5 

m. Même problème, la densité décroissant uniformément du centre a la surface. 
R. Soient p^ la densité au centre, po — fxr la densité à une distance r, on a 

^_8h-rYpo mR\ 
3 \5 6/ 

•. M. d'in. d'un cylindre homogène de rayon «, de hauteur 2/i, par rapport à son 
axe. 

R' H = TTpha*. 

•O. M. d'iu. du même corps, par rapport k une perpendiculaire au milieu de son axe. 
R. On décompose le cylindre en éléments par des plans z parallèles aux bases, des 
plans f passant par Taxe, des cylindres r de révolution autour de Taxe. On trouve 

n=:p\ dz\'^àf\' (2« ^ f« sin« f) rdr = 2Tp«i«A 0^ ^ - ^ = M /"- ^ i* Y 

«1. BI. d*in. d'un cylindre elliptique homogène par rapport à son axe. 
R. Hauteur sA; a, 6 demi-axes de la base; 

** Jo J-a 3 «»Jo J-a 

,, TTûhnh , . .. AI 

" = -^ («* -f- 6«) = - (a»-4-6>). 
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tf. M. d*in. d*une droite homogène par i apport à un axe passant par son extrémité 
*^ incliné d*un angle /S. 
^' Soit / la longueur de la droite ; 

H = ^ /» siu* â 
3 

't. M. d*ineriie de Paire d*un triangle isocèle, par rapport à la hauteur h per- 
pendiculaire au milieu de la base zb. 

*. 11 = ^. 

o 

''4. Une figure plane, symétrique par rapport à une droite AB, tourne autour d*une 
pii^Ilèle OX à AB et engendre un solide de révolution homogène. Trourer le moment 
d'ioertie H de ce solide par rapport à OX. 

^. H = M (3^-4- ^), 2 étant la distance entre AB et OX, k le rayon de gyration de 
la figure plane par rapport à AB, M la masse du solide engendré. 

'^. Trouver le moment d'inertie d'un anneau homogène, engendré par un losange 
tournant autour d*un axe OX parallèle à une de ses diagonales, par rapport à Taxe OX. 

^' -Application du précédent. 

'^^. M. d*in. d*un tore homogène par rapport {^ à son axe de figure ; S» à un diamètre 
équatorial. 

^* AI, masse du tore; a, rayon du cercle générateur; ^, dislance de son centre à 
Taxe défigure. 



CHAPITEE IXVII. 

MOUVEMENT D'UN SOLIDE AUTOUR D*UN AXE FIXE. 

^9%. Considérons un solide qui ne peut que tourner autour d*un 
&^c fixe 00' ; soient, à Tëpoque t, (ù la vitesse angulaire du solide autour 
de 00', Pi la composante, normalement h Taxe, de Tune quelconque 
des forces qui agissent sur le corps, p la distance entre Taxe et cette 
composante, H le moment d*încrtic constant du solide par rapport h Taxe. 

Appliquons le théorème des moments (170) : la dérivée par rapport 
à ^ de la somme des moments des quantités de mouvement relative 
â Taxe fixe 00% est égale k la somme des moments des forces extérieures 
par rapport au même axe. Or, la première de ces deux sommes est égale 



Ji Hm (1»1}, Iji seconde i'i ÎP.p (ïl), le signe £ s'êtcndunl i, lourês 
forces extcrieiires. Les réoclinn.'; lie^ poinls fixes cl 0' font p»«""' 
des forces cvlcrieiircs, mais leurs momenlâ sonl nuls. On n donc 



(') 



at 



11 



A chaque inslnnl, (a dérivée de la vitesse angulaire par rapport t*" 
tempe est égale d la somme des moments des forces iipplirpiées an toli'** 
par rapport à l'axe de rotation, divisée par le moment d'inertie tt** 
solide par rapport au même axe. 

On dori observer que l'^pintion {i) suppose que le sens des momco** 
positifs soit le mémo que le sens de In rolalion positive, el qu'ainu, I* 
produit Pi/) doit Olrenffcelé du signe -I- ou du signe — selon ijuc laforccP' 
tend à produire une rotation dans le sens positif ou en sens ronlmîre. 

Soil 9 l'angle compris entre deux pinns, l'un fi\c, l'aittre mobile nve^ 
le solide, pnssnnt par l'axe. On sntt que l'on ii 
_dO_ 
'"^dl' 

siibstiliuint relie viilciii' dans l'équation (i), on nura une équnlion dii 
si l'on sait rinl(!grer, ou en déduira les valenn 
de 9, '>) en funelion du temps, avec deux constantes itrbi- 
■es que déterminent les valeurs 0., u. de res variables 
pour ( = o- 

19J. Comme exemple du mouvement d'un solide 
autour d'un axe fixe, prenons nn solide pesant et un a\c 
ItorizonUl. G étant le centre de gravité du solide, nivnun« 
par ee point un plan GOZ |ierpendiculairc h l'axe, et 
soient l'intersection de ce plan et de l'axe. 0G = o la diitanee du 
centre de gravité h l'axe, M la masse du solide, l'angle variable que 
fnîl la droite Oli avec In verticale OZ, « In valeur de 6 pour ( = o. 

Nous pouvons appliquer IVqualion (i), mnis le tliéorï-mc de* faive^ 
vivc« conduit plus vite au résultat. La force vive lutnlc du >.olii)(!, à 
_ Tépoque (, n pour csprcstion (191) liai'. Le travail produit par la 



ind ordre 



■ 
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pesanteur, depuis Tcpoquc t = o jusqu'à Tépoque f, est mesure (177) 
par 

Mjf [zi — («1)0] = Mjfo (cos G — cos a). 

I<'axe étant fixe, le travail des réactions des points d*appui est égal à 
wro. On a donc, en vertu du théorème des forces vives (lîO) et en 
supposant nulle la vitesse initiale 

Hw' = 2Mga (cos — cos a), 

ou 



(2) ^, = —~- (cos — cos a) . 



Telle est Téqualion différentielle du premier ordre qui détermine 
l'angle G et par suite fait connaître le mouvement du solide : on l'aurait 
tirée de l'équation (i) par une première intégration. 

Mais il est inutile d'intégrer l'équation (2), car on voit sans peine que 



si Ton pose 






Ma 
H 


I 

"7 


ou (3) /«^^, 


elle prend la forme 








dô« 
(il* 


2flf 

= -j-(cos0 — cos a). 



et devient identique avec celle qui détermine (156) le mouvement du 
pendule simple de longueur /. Donc la droite OG, dans le solide, a 
exactement le même mouvement qu'un pendule simple dont la longueur / 
est définie par l'équation (3), et comme ce dernier mouvement nous 
<*sl bien connu, comme d'ailleurs il est clair que le mouvement de la 
droite OG détermine celui du solide tout entier, le problème proposé est 
résolu. 

199. On nomme /}eiic{t//e composé un solide pesant qui oscille autour 
d'un axe horizontal ; sa longueur l est la longueur du pendule simple 
dont le mouvement serait le même que celui de la droite OG dans le 
pendule composé : elle est donnée par l'équation (3). Ainsi la longueur 
du pendule composé est égale au moment d'inertie du pendule par 
rapport à Vaxe de suspension, divisé par le produit de la masse du 
pendule et de la distance de son centre de gravité à l^axe. 

Toutes les conséquences développées au chapitre XXII sont applicables : 



- ?78 — 
ainsi, l'ampliUidc des oscil)(ilion<i l'tniil Mip|iOï(<c Iros-iiclitc, !ii du» 
d'une tlcmi-oscillolion sera donni'c par lu formule 



'-V^ 



Prenons siirOG, à partir du poînl U une longueur OC ('gale à /; Cier 
le etntre /l'oscillation du pendule, élanl le centre de mispfii'iian. 

Concevons, pur le centre de griivité G du solide, une parallcle it l'ax^^îj 
soit Mk' le moment d'Inertie du solide pur rapport à celle pnrsllèl''"^ 
Nous aurons, par le thdorème connu (ISS), 

U=Mt' + Mrt'. 
d'où 

ce qui montre d'ubnrd que ( est > a; donc le centre de gramlé Ml [on-— ^ 
jours comprin entre le centre d'oscidalion et le centre de suspension. D^^ 
plus, il vient 

a(( — n) = CO.GC = A». 

Or, k^ rsl évidemment eonstflnl si la direction de l'n.ve de saapensicin ne 
change pas par rapport au solide, donc le produit GO • GC reste aussi 
eoustnut dans ces eonditions. En particulier, ai l'on prend le point C 
pour centre de suspension, deviendra le centre d'oscillation, et In 
longueur l du pendule, nm^ûquciumcnl la dwie iVoacillalion, tte varient 
pas. En d'autres termes, le centre d'oscillation et le centre de nuspension 
sont réciproques l'tin de l'autre. 

On peut m<ïmo s'assurer que lu longueur / reste la même pour tous 

les axes de suspension parallèles, situés à la même distance du centre de 
((ravilc, cl de tous les axes parallèles, celui qui donne l'oscillalion ta phi^ 

courte correspond à 



I ï=o. 



ou 



■ 9». 



sur l'axe. — Revenons au ras général du Pf" !••. 
Pour tiilcult-r les prcssiims que le solide tournant exerce sur ses pointai 
d'appui lÎKes G et 0', prenons 00' pour a\c des = positirs, l'origine en 0, 
GO' =u. Soient X, Y, Z les cumposanies parallèles aux nxcs rectan- 
gulnires de l'une quelconque des forces P qui sollieileut le solide; 
I, fj, ' les coordonnt'cs de son point d'apjdii-nli 



, W, Iw 



cwiit- 
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posantes de la réaction du point 0; U', V, W celles de la réaction 
du point 0'. Joignons ces réactions aux forces motrices; le solide sera 
considéré comme libre, et Ton appliquera les équations (3) et (7) du 
chapitre XXIV. 
On a d'abord, pour un point quelconque (t7), 

d'où 

2mi?, = — w2wy, 2wtt?y = w2"*x, 2wu, = o, 

2w (yr, — zv^) = — (ù^mxz^ 2»» (^v, — xi?,) = — w2wt/z, 

2«i {xv^ — yvx) = m2w (x* -h y') = Hw. 

De là on tire, en prenant les dérivées par rapport à t, remplaçant 
Vti Vy, r. par leurs valeurs ci-dessus, et observant que 

2mx = Mri , 2my = Mt/i , 

«'v / d6>\d^ / dcù \ 

jjimv, = — »!/ (k>«x, ■*- -^ y»)' ^ 2»w^y = — M f û^'yi — ■^«?« 1' 

-- ï,mvs = 0, -r- 2m (y y, — zwy) = w*2my « — -7- 2mxz, 

-7- 2m (zi?, — xw,) =3 — &)*2;mxz .j 2my2, 

d doi) 

Substituons ces résultaUs dans les équations (3) et (7) du ch. XXIV. 
Il viendra 

2X -+- U -+- U' c= — M /'w'x, -f- -^y\ 

(^^ ^ 2Y + V-+-V' = -M('w'y.— ^x,Y 

2Z-4-W-4-W'=o; 

2 (yZ — zY) — aV == oa^lmyz T-2mxz, 

••• 

(5) l 2 (^X — xZ) -4- oU' = — (ù*2mxz — -j-lmyZy 



di 



l2{xY-.yX) = II^ 



La dernière équation n'est autre que IVquation (i); c'est celle qui 
détermine le mouvement du solide. Les deux premières équations (5) 
font ensuite connaître U' et V, après quoi Ton tire des deux prennièits 
équations (4) les valeurs de U et de V. Quant aux réactions suivant ra:xe, 
W et W, leur somme seule est déterminée par l'équation 

par un motif que nous avons déjà discuté (91). Elle est d'ailleurs ^^ 
même que si le solide était en repos. 

900. Considérons en particulier le cas où le solide continue à tourtf'^^^^ 
en vertu d'une impulsion acquise^ sans qu'aucune force agisse encore ^^"' 
lui. Nous ferons X = Y = Z = o pour un point quelconque. La d^^^ 
nièrc équation (5) nous donnera 

-— = o, w = const. = «0. 
at 

Ainsi, la vitesse angulaire de rotation ne varie pas. De plus, nous aun 

U -+- U' = — Mco'xi, V -h V = — Mû)*y,, W -+- W « o, 

aV = — w'^^yr, aU' = — w^^'wxz, 

équations qui servent a calculer les réactions des points d'appui 0, 0'. 
Supposons que l'axe 00' soit un axe principal d'inertie du soli< 
relatif au point 0; nous aurons, quelque soit t, 

2myz = o, 2wxz = o, 
d'où 

U' = o, V' = o. 

On sait d'ailleurs que la réaction W du point 0' peut être supposée '^ 
appliquée en (91) sans que cela change rien au mouvement dis--^ 
système ; cela revient à supposer W «= o. Or, U', V, W représentent^ 
les forces qu'il faudrait appliquer en OVsi ce point cessait d'être fixé, 
pour que le mouvement du solide continuât sans changement. Donc si un 
solide s'appuie sur un point fixe 0, et est animé d'une vitesse quel- 
conque autour d'un de ses axes principaux d'inertie par rapport à ce 
point ; si d'ailleurs aucune force extérieure n'agit plus sur te solide, 
il continuera indéfiniment d tourner, avec la même vitesse angulaire, 
autour de cet axe comme s'il était fixe. 

Cette propriété a fait donner aux axes principaux d'inertie le nom 
d'axes permanents de rotation; elle s'nppliquera même à un solide 



pesant, pourvu que le point fixe coïncide avec le centre de gravité du 
corps, puisqu'alors l'action de la pesanteur sera détruite. 

Les conditions précédentes étant toujours remplies, supposons en 
outre que le point soit le centre de gravité du solide. Nous aurons 
^1=0, ^i=so, et- les expressions des réactions des points d'appui 
deviendront 

U' = o, V «= o, U = o, V = o, W -4- W = o, 

d'où il suit que Von peut rendre libres ces deux points, dont les réactions 
8ont nulles, sans troubler le mouvement du solide. Donc un solide libre y 
qui a reçu une rotation initiale autour d*un des trois axes principaux 
d'inertie relatifs à son centre de gravité^ et n'est soumis d'ailleurs à 
aucune force extérieure, continue à tourner indéfiniment d'un mouve- 
ment uniforme autour de cet axe comme s'il était fixe. 

Pour ce motif, on donne à ces axes principaux le nom d'axes naturels 
de rotation. 

Exercices, 

M. Soient A, B, G les momciits principaux d^iucrlie d'un solide, relatifs à son centre 
^^ gravité; a, /3, y les angles directeurs d'une droite quelconque, par rapport aux axes 
^^ ces moments j a la distance du centre de gravite à cette droite. Toutes les droites 
*I^i vérifient la condition 

A cos* a -♦- B cos* â -H C coi>" y 

a H — — := const., 

Ma 

^^^fet des axes de suspension synchrones. 

9. Déterminer la longueur du pendule composé formé d'une sphère homogène, de 
"^^yoa R, dont le centre est fixé sur une tige rectilignc sans masse, suspendue à un 
point fixe 0. 

9. Un pendule composé est formé de deux sphères homogènes, de rayons R^ R', de 
basses M, M', dont les centres sont sur une tige rectiligne sans masse. La sphère 
^(•férieure restant fixe, quelle position faut-il donner à Tautrc pour que la durée de 
l'oscillation soit aussi courte que possihic? 

R. Soient a, x les distances respectives des centres de la première et de la seconde 
sphère au centre de suspension. Lu longueur du pendule est 

_ ai (2R« -♦- 50») -^ M^ {zW* -\- 5 a«) 
"■ 5 (Mo -t- M'a?) 

La valeur de x qui rend / minimum est racine de Téqualion 

, zMa M (2R« -*- 5a«) -+- 2M'R'« 

* *+" "rrr" ^ = O. 

M' 5M' 



Si les sitlii'rej uni iii^mv riivnii fl mimt il«nsit^, ûi) ï 

. / . 4K* 

4. Un pptirtuk potnposd Ml forme d'une lige mince parlant itn cylindre élroild» * 
l'axe est dans le proliui^jcnimt de la Lif^o, el qui reiirerint^ du mercure. Oti caiiiiiil 
poids P de ce pendule, h-* iMtttneei a, l de snn cc'nl 
d'osrillalionàl'axe lioriiontal de rotation, le rayon intérieur r du cylindre, tnriisunc* 
du niveau du mercure ii l'axe de suspension. On drmandL' la hauteur x de mercur* 
■[u'il faut BJaulfT duiis le cylindre pnjr que le pendule botte e; 

n. Lu lonifUl'ur ) du pendule à scuoiide l'st 

y _ 9,80896 

Calculant par la Tormule (3I la longueur du pendule Uinnv du pendule priinilirel du 
petit cylindre de mercure de liautcur r, on aura d'autre part 
Val -H gll' 









Va-^-i 


n'a 


i 


I 


iV, 


'. Il- se rapport m an nrti 


cylindre Ou 


trouve. dlaiil la d. 


nsité du MierM 


■ 




^\■ = >tfi,'. 




-r — (^..-." 


-si 


1 


ele, 


i<;;ulant les ileux 


valeurs de 


1. on n pour é 


éU-rn.iner.rl'é,,na[ 


" 1 


1 




—■("- 


-^y 


K"-T- 




■'■>1 


1 


agir 
hou 


L'n solide, miini 
is à une ré>istati 
il i une di«tane 
du.|uel il arrivci 


d'une vl 
e équivale 

p de l'a, 
a au repos 


e. Déterminer le raouveuienl i)u a 
l'angle 0| <\u'il aura drcril autnu 


d'u. ... a 

< l'angle dëcril 
lide. Ir tcililis 1 
de son >^«. 


■ 


n 


Il élanl le mn 


uciil d'inc 


nie du eoips 


p.r lapiHJrl ;, l'a 


>™.'f = 


y 



\ubl. 



' lll 




mpendne pnr deux Oli verlicatu, de longueur égale 
deux poinli fixes À, B, cl peut tuurner autuur d'un 
leilicul <H>' passant par le centre de gravilti O de la 
buire, Ou écarte celle-ci très-peu de sa position d'éqoi- 
lilire, el on l'ubandamie l la rcactron des [ils suspcnsmrs. 
Uélenuinrr son mouvement, en supposinl que l'angle * 
qui Fait la barre avec sa posiiinn d'équilibre «oit loujmin 
nsseï petit pour qu'on puiisr ailmeitrr qu'elle reste daui 




*, tin penJu^D cumjiiMé esl fornic U'unp lige cyliixlriqup AB, sii9[>rni 

I<-.aille Licanvcx? {IH) lUcc en B, d'un curseur C nubile sur 1< Iti'i 

supérieure OB [métronome de Maeltel). En (|iie[ poini Taul-il umcn 

rurwur pour que le mélronome bitte par minule un nombre doiitié n tl 

— Un supiMse le curseur aswz petit pour f[U'on (misse l'assi 

lU simple point mnlcriel. 

R. P, poids de la leutille, P' de la tige, o du eur-seur \ UA = n, UII 
ir lie la lpi)LJllci ^, rayon de lue des cuintips spiiéritjUis < 
■tnineut; k, k' nynas de gyraliuii de la lentille el de la tige pur i'up| 
le de suspension i ' l'inconnue OC 
U langueur t du pendule compost' est 

l\\'k^-^-?■k■'■^-t,^) 
'" 2l'C. + 6) + P'(n-6)-aoJ'' 

s (lA, OU lie hi tige syiiiil respectivenii'iil pour poids 
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*■ = 



_ 9,80896 X 3600 
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Un lire <le réiiilutioii ii), pour dbleriniiirr j-, lVi]uulioii 

diins li»iHi-llc il Hiudra tncllrc pour k, k', l leurs valeurs ci-dessus. 

M. LIi) solide, animé d'une vitesse initiale &ig autour d'un uxc liic, n'esi 
l'ueliun d'une n'sislancG équivalente à une fnl-ce A + Ou*, agissant A N i 
l'uie. Uctermiiier lu mouvemeut du corps , l'époque f 1 à laquelle ee 
>'urrjtera, el l'angle lolal 0, iloiit le corps aura tourué à cet iiislanl. 

Il LVoninliiul 11 le moment li'oicrtie du corps par rapporl a l'axe, et pu 
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CHAPITRE XXVIII. 



HOOVEMEI 



i SOLIDE AUTOUR D'UN POINT 



30I. Un solide <.'tnnt G\é par iid de ses poinU 0, un donne les pusi- 
lions cl les vitesses initinles de Ioiin les nutres, et les Torecs qui n(;is$ciil 
sur le solide h un inslant queleonque; il s'sgil de di^lerminer le mouve- 
ment du solide, ou de trouver les positions et (es vitesses de tous ses 
points dans toute In sujlc du temps, 

On simplifie ce problème en pronnul, comme dnns la cin<!malii]iic (94), 
trois n\Gs rceliinj^nliiires 0^, Or., OÇ li^s nu solide et mobiles avec lui, 
axes (tout on délînira la position à un inslnnl 
quelconque, par rapport h trois axes reetnngu- 
laircs fixes OX, OY, OZ, au moyen de leurs 
cosinus direeleiirs ou des tin^les ij/, G, ç que 
s employés déjà (99). Chaque poiiil du 




rapport au 
lyslcmc l'era 



Hivernent, apjdi^uons 
tltatit den forera extr- 



solide ayant une posilii 
système OÏkÇ. le mouve 
c.iiin.iilrc entièrement celui du solide. 

Pour former les équations difli'rcnlicHes du 
le théorème du N' ITO ; l'axe OG du couple i 

rieurts, relatif au point fixe 0, «( « chaifue inslaul égal et parullèU. 
lu vitegge du point K, extrémité de l'çxe du couple réxultaiit dta 
litês de niourciiiritt. 

Lq^ axes 0^, Or), 0^ pouvant être choisis A volonté dons le 
prenons les axes principaux d'inertie rclalifs au point fixe; soient 
les inomciKs principaux rorrespuudaiib; ; p. ij, r les jirojceli 
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instantané de rotation OR, Gç, G>7, Gç celles de Taxe du couple rësullanl 
^es forces cxlërieures, sur les axes 0$, Ori, OÇ pris dans leur position 
«ctuellc. Les projections de Taxe OK sur les axes mobiles, ou les coor- 
données du point K par rapport à ces axes, sont égales (191, 2°) h 
^p9 Bq, Cr. En prenant leurs dérivées par rapport au temps, on aura 
donc les composantes parallèles à 0$, Ovi, OÇ de la vitesse relative du 
point K par rapport au système OÇriÇ, savoir 

A^. B^, C^^ 
dt dt dt 

Pour avoir les composantes de la vitesse absolue du point K, parallèle- 
'ïient aux mêmes axes 0$, O/j, OÇ, nous devons ajouter respectivement 
^ux composantes de la vitesse relative celles de la vitesse d^ entraînement 
du point K, c'est-à-dire, d'après les formules qui donnent les composantes 
de la vitesse d'un point lié h un solide tournant (11), 

y«Cr — r«Bqf, r-Ap — />'Cr, p-Bq — q-Ap, 

(C — B) qr, (A - C) rp, (B - A) pq, 

Égalons donc, en vertu du théorème rappelé, les composantes de la 
>^^itesse du point K parallèlement à OÇ, O/j, OÇ, aux composantes de 
*Bxc du couple résultant des forces extérieures; il viendra 

A^-4-(C-B)7r = G|, 
(I) { B^^-i.(A-C)rp=G„ 

C^^-^(B-A)p9 = Gç. 

Dans ces équations, dites équations d'Euler, n'entrent pas les réactions 
<iu point fixe, quoique ces réactions soient comprises parmi les forces 
extérieures; leurs moments relatifs à 0$, 0/), OÇ sont, en effet, constam- 
ment nuls. 

^0%. Les équations (i) sont du premier ordre par rapport aux com- 
posantes p, qy r de l'axe instantané de rotation suivant les axes princi- 
paux d'inertie du solide relatifs au point fixe; si Gç, G»,, Gç sont donnes 
en fonction de p,q,r,t, l'intégration du système (i) fera connaître 
Pf 7, r, en fonction de t, avec trois constantes arbitraires que Ton 




Siibstilunnl a p, 7, r leurs valeurs déjà connues, on niirn pour déterminer 
9, ^, f en (Viriction du lemps un sjstpme dVijuntiotiï du premier ordre; 
les eoiistnnleii orbitrah'e!! de riiitcgralion se ddlcrmincront par les 
données inilialcs Bo, 4'o. Ço^ 

Toulefuts, eelte niRrclic n'est plus applicable si G{, Gg, G; dépcadeot 
î m média tentent de 6, i|', 9, ou si les Torccs molrieoâ dépendent de la 
position du solide, ce qui est le eus général. Il est clair qu'on ne peut 
plus alors intégrer le système (i) d'une manière iadépendanle : il Tant 
éliminer p, q, r enirc les équations (i) et (3), ce qui conduit, ]>uur 

di^lcrmlncr 6, ^, ft h trois iSquaiions du second ordre entre ces variables 
cl le temps. 

90S. Cas on l'axe OG est constamment nul. — Le mouvement da 
solide présente des propriétés remarquables lorsque G|, Gn, G; sont 
nuls constamment, c'est-fi-dirc, lorsque les Torres extérieures s'évanouîs- 
senl ou donnent une résultante pasï^ani pur le point fivc. Les équations (i) 
se rédui.'îent aux suivantes : 

(3)A*-(C-n)?r = <., Bg-(A-C)r,, = o, C Jh-(B-A),,.,-o, 

On trouve une première intégrale en multipliant ces équations res)>ve- 
pi>r /', 7, r et les ajoutant, ce qui donne 

\piip -V Htjdij •*• Crtlf = o, 
en intégrant et désii^nanl par A une consente, 
(4) Aji» + li</* + (>» = A. 
Celle iiiléftriilc est icllc des fortes livcs. car le moment d'inerlle H dll 





j.ir i-ii|jpoi'l h V:i\c inslnnltini; OR 
'Iniiiirp XXVI, 



d'iiprés la locmiilc (4.) ilii 



! (191, 3°) h Ap*^ ÏUi' + C.r' 
1 (liis de travail des forces e 



<(3) . 



^■1 fom; vive neliielle csl donc rgnle 

•iuit être cons(aDtc(1ï9} puisqu'il r 

rieures, 
^H Kous aurons une dcunième inlif};i'iilc des i!i]U!iii 
^^Ktlianl par A;», B9, Cr et les njuutunt : il vicndrn 
^B A^pdp -*- B* //rfi/ -t- CVdv = o, 

^Bl p*r l'inh^gralion 

■^ (5) A',>' ^ BY -*- C'i' = A', 

^■^^Innluneconstnntc. Celle înlégralcrt^sul te immëdintemeiit du tliéi)r('inc 
" ^f la cnnservalioH dm momtnts, qui nous apprend (131) qu'ifi l'iixc UK 

"lu couple Insultant des quantités du mouvcnicnl rclntir nu jioinl est 

I^nrnriBble en grandeur et en direelion. 
à Avant de pousser plu; loin la solution analytique dit {inibliine, •li'cliii- 
PW des inli^gralcs (4} et (5) diverses propriétés 
Nomélriques qui donneront une idde Ircs-nelle 
Pi niouvcmenl. 
f M<. i'ëqunlion de rcllipsoïdc eentrni du 
Wlîde relalir nu point 0, nipporlre iiii\ jim- 
% Oti, OÇ, csl, 

(6) ,U' ■+■ K/i* + CÇ' = I ; 
soit I le point (|, v, t) où l'ase instantané OR pcree la surl'arc de cet 
t'Ilipsoïdc; 01 = p; I sera le pôle inslantané de rotation. Les cosinus 
crtcurs de 1 1 normale à rcllipsoïdc nu point I sont pioporlioiiui'ls à 
.C^, ou, (0 k: 




, Bt/t Cr, c'est-à-dire aux cosinus directeurs de l'nxc OK des q 
ê de piouvement. De là ce lliéurèmc : 

ï l'on m^e d l'etlipso'idc reiilrut du solidi-, relatif an point fixi 
1 laugent perpendiettlaire li Vaxe OK du couple résullaiil des qwm 
I de moiivemeni, le point de eontart I sera le pûle instantané d 
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On observera en outre que le plan diamétral conjugué de Taxe instan 

tané 01 est parallèle au plan tangent en I, donc il est perpendiculairer 
à OK; donc, à chaque instant, l'axe instantané de rotation est le diamètr^^ 
conjugué du plan du couple résultant des quantités de mouvement, dantr 
l'ellipsoïde central. 

On sait aussi que la perpendiculaire m abaissée du centre de rellipsoîde 
sur le plan tangent au point (^, y}, ^) a pour expression 

(7) ^ = (A«5' -*- BV -*- C«Ç«)"*- 
Or, on voit sans peine que l'on a 
Ç« y)« Ç« $*-t-yi*-^Ç* AÇ* ^ By)« -+- CÇ« A«Ç« -♦- BV -^ C«Ç* 



pi g% r^ pi _H qf« ^ r* A/)« -¥- Bq* -♦- Cr« A V -*- B^ç* -*- CV* 

Ces deux dernières équations se réduisent, par les foraiules (4), (5), (6), 
(7), à celles-ci : 

p' I I 



Cù 



« h 'BT^k^ 



De là 






et comme h, k sont constants : i° Za vitesse angulaire (ù de la rotation 
instantanée du solide est proportionnelle au rayon de l'ellipsoïde central 
autour duquel elle s'effectue; 2° le plan qui touche l'ellipsoïde central 
au pôle instantané I est à une distance constante du point fixe ; comme 
il est d'ailleurs perpendiculaire à l'axe fixe OK, i7 est clair que ce plan 
est un plan fixe ; 5" si g désigne Tangle lOK compris entre Taxe instan- 
tané 01 est l'axe OR du couple résultant, on a évidemment 

m == p cos s, 

d'où, multipliant les deux membres par |/ A et ayant égard à ce qui 

précède, 

h 
0) cos e = 7 • 
A: 

Ainsi la projection de l'axe de la rotation instantanée sur l'axe des 
quantités de mouvement a une valeur constante. 

Ces théorèmes donnent une image nette du mouvement. Concevons 
que Ton prenne sur l'nxc OK, n partir du point fixe O, une longueur OP 
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l'ple l//i : A:, que l'un iiiciic pur le jiuitiL P un plan MN pcrpenHjcu- 
fe i l'axe OK : ce plan lixe louchera l'clIipsoLdc central du solide, 
'■cintifau poînl 0, pendanl toiilc lu durt 
lie conlact I sera, fi ch<i({uc insUint, le 
|>Âlc actuel de la rotalinn instanlRn';c 
ilu solide. Sa vilcssc acEucDc sera donr 
nulle, en sorte que l'etlipsoîde eentrul 
iif fera que pirouetter sur le plan fixf 
'Wmiil ri OK, sann aucun glissemenl. 

195. Pour éclHircir davantage eneorc < 
celle solution , ddtermiiions, d'abord sur ' 
l'ellipsoïde central, le lieu {C} des pi)?.iiions tiuw^C'i'iiscs du |h1!l' 
i'iïlanlnné. La dislance OP du centre de l'ellipsoïde nu plnn tangent 
■'ni étant (<gale à ]/^: k, chaque point de la courbe (C) vérifie ù la fois 
réquBtion 




H'/;' + C'Ç* 



Nwlie de l'ellipsoïde central 

AÊ' -*- Bn» -H C^' = t. 
[Ces deux êr|untiun$ déterminent donc le lieu [licrclic; un peut subsli- 
* i l'une d'elles celle que l'on obtient en retranchant de la première, 
Wlipliée par h, la seconde multipliée par k* : 

A (AA — fc") i" + B (BA — fe») n' + C (CA — A') Z" = o. 

fCcile équation représente un cône du second degré, Hj-atit pour 

UnetO, pour unes les axes principaux d'inertie du solide relatifs au 

Int 0; son intersection par rellipsotde est une courbe du quatrième 

:, sj'inélHquc par rapport aux plans princijiaux, et qui est le lieu (C) 

RjMtte instantané sur l'ellipsoïde. Le edne lui-même est donc le lien de 

'X instantané de rotation dans te solide. 
^Supposons A <^ B < C ; à cause de la relation Anr = J/A, 

s de rellipsoïdc et du ciJne peuvent s'écrire 
^î'-(-B»!»-i-CÇ« = i, A(At=' -i)^'-HB(Bii;'— i)>î'-hC(Ciiï'- 
H osl clair que l'on a toujours 



■s équa- 

i)Ç'=o. 
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innU on peut avoir llsr' > i, =i, < i- Dinir, «Ijins IVqitntioii ili» 
câric, Ips cDcdicicnts de |*, Z* sont toujoiii-s, le [ircmicp ii<'^)itir, le derntc» 
positif; cpiuî île r' peut être posilir on n«*gn[ir. Dans le premier cn^ 
Bîr'>i, les seclions rlli|iLii|iies du cône sont porpendienlaircs à VaxeOSr 
donc le c6ne, lieu île l'axe inulanlaiié, entotire alors- l'axe rfi* ptuB pli 
moment d'inertie. 

Dnns le second cns, Uni' < i, le coefficient de n' esl nëgolif, c 
sections plliplii|uc6 du cAnc sont iicrpendiciilaircs ii OÇ, If eànt enfour 
donc l'axe du plus grand moment, d'inertie. 

Rnfiu, si l'on iivuil Jim* = i, réi|ualioii du cane se r<!duîrnit à; 



A (A — B) =' + C (C — R) :;' ■ 



Celle équation repr<isenlc deux pions, passant par l'uxeOn, axe moyco 
de l'ellipsoïde cenlral, et dgulement incliiit!» de part et d'autre sur le pion 
principal nÇ. Dans ce cas siaguliei', la courbe (C) que parcourt le i>Ale 
instantané sur la surface de l'ellipsoïde se compose de deux ellipses. 

Lorsque l'on a, comme eus extrême, Aib'=i ou Ca'^i, l'ilqualion 
du cône ne peut plus être vérifiée que par (v; = o, Ç = o), ou par 
{l =o, ■f{ = ù); le utiac, lien de l'aie instantanii ilnns le solide, se réduit 
donc à une droite qui est, dans le premier eas, l'axe majeur de l'ellii^ 
soïde; dans le secood, l'axe mineur. Dans chacun de ces cas le solide 
tourne autour d'un n\c principal d'inerlie qui reste fixe, ee qui est 
conforme \i un théorème déjà démontre (900). 

Il existe, au point de vue de lu stabilité de l'aie de rotation, des 
différences remarquables entre les divdis cas que nous venons d'examiner. 
Nous n'entrerons pas dans celte discussion ('). 

906. Nous connnissons le cdnc qui est le lieu de l'axe instantané dans 
le solide; il reste à étudier celui que décrit l'nxe instantané dans 
l'espnce. Pour cela, observons que, tandis que l'ellipsoïde centrât du 
cor|)s pirouette sur le plan lixc MN, tous les points de la courbe (C) que 
nous avons déterminée sur eel ellipsoïde viennent succcssïvctnCJlt 
tomber sur le plun MN cl coïncider, à cet inslanl, avec le pAlc insIanUnê 



Cj Voir Hoissoi. Tliéorie no»vel>t de. U 
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•h riiLitiun. Le lien (C) ilo ces poiiils de ronliicl, tonsidérù siir le |)lnii 

li\e HS, est donc le lieu du pâle jnslnntant^ dnns l'cspner, cl le cône qui 

'I iMtirbasc celte enurbc (C) cl pour sommet le point li^e 0, est le lieu de 

' axe inslnntuné de roliition OR dnns l'cspncc. Comme, d'oprùs les etjun- 

lit>w (C). lu courbe (C) est cvidcniment une courbe fermife, syméirique par 

•**> |iport à deux plnns prineîpnux de l'ellipsoïde, et dont le rnjon veclciir 

f^I oscille entre un mnximiim et un minimum di!tertnincs; que les rnyon.s 

v~«:ï4.^.i,p^ Appartenant aux pojnlB qui se correspondent sur les courbes (C) 

'^*- (C) sont (!-gau\ deux-à-deux, de même que les arcs des deux courbes 

*^*>inprb entre ces points, ou voit, sans former l'équation de la courbe (C), 

1 ^a'cllu se compose d'une suite d'ondulations n'gujièrcs s'npprochant et 

^ éloignant alternativement du point P, projection du point fixe sur le 

t*l«n M.\. Le cône, lieu de l'axe instantané, est donc une surface cannelée 

^Onl la gi^nérairicc fait, avec l'axe OK du couple résultant, un ongle 

Constamment vaiiable entre deux limites détermiiiécs. 

Quoique les courbes (C) et (C) soient très-diffé renies l'une de l'autre, 
il est einir que si l'on établit, pour chacune d'elles, son équation entre le 
>'ayon vecteur p mené du point fixe 0, et l'arc a compte d'un point donné 
<lc la courbe, celte équation sera la même pour les deux courbes. 

EnGn.nprèsiivoir ainsi dciermiiié les deux eônt's(0,C), {0,C')quî wnt 
respectivement les lieux de l'nxc instantané dans le solide mobile et dans 
l'espace, il suflira, comme on l'a établi dans la cinématique (3S), do 
faire rouler le premier cane sur le second, de telle manière que la 
vitesse angulaire de la rotation soit il cliaquc instant proportionnelle ii la 
longueur 01, pour reproduire exnciemenl le mouvement du solide fixé 
par le point 0, en l'absence de forces extérieures. 

107. Reprenons la solution analytique de la question, ou la détcrmi- 
lUiljnn de p, q, r, 6, •p, f en fonction de t. Multipliant les équations (3) 
res|)cctivcincnt par BCp, CAf, ABr et les ajoutant ; observant de plus que 



l'on 



p' -H ^' -•- ; 

— B) ■*- CA (A - 
\f l'équation 
(8) AHCw- 



- AH (H — A) = (Il — C) {C — A) {A — B), 



^.(B-C)(C-A)(A-l]),<.,,- = o. 



On exprimera p, ij, ren fonction de » au moyen des équi 
t-ftï*-t-Ci' = /(. Ay -I- BY -i-C*r* = A«, p* -I- (j 
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Multipliant ces équations respectivement par — (B -♦- C), i, BC, 
ajoutant, on obtient 

(A — B) (A - C) p« = *« — (B -+- C) A -*- BC««. 

On opère de la même manière pour isoler ^*, r% et en posant 

(B-^C)A — fe«c=iBaS (C^A)A — fr«=CAfx«, (A-t-B)A--it« = ABP^ 

on a les trois égalités 

[ (A — B) (A — C) p« = BC (û)« — >«), 

(9) (B - C) (B - A) f/* = CA (a)« - a»), 

( (C — A) (C - B) r« = AB (w« - v«), 

d'où Ton lire />', 7*, r' en fonction de «*. Il importe d'observer que les 
quantités désignées par >*, fx^y v* sont essentiellement positives, car, à 
cause de la relation connue h = iV*, les égalités qui définissent ces 
quantités peuvent s'écrire 

BCA» =. A:* [(B ^ C) ot« — i], CAfx» = A* [(C -»- A) m* — i], 

ABv'=A«[(A-t-B)tzr«--i]. 

Comme on l'a observé, Cm* = ou > i, donc 

(B -4- C) m« — I , (C ^ A) OT« — I 

sont évidemment positifs. De plus, la même remarque donne 

(A -^ B) m« — I = OT« /"a ^ B — —i\^^* (A ^ B — C). 

Mais on a 

A -f- B — C = 2»» (t/' -^ «') -^ Im («« -+- x«) — 2m (x^ -¥- y*) = 22ms« > o. 

Donc enfin i', |:x', v* sont positifs et i, |ui, v réels. Les équations (9) 
montrent de plus, à cause de A < B < C, que 

w' — l* > o, w' — f** <C o> «' — v' > o. 
Multipliant ces équations (9) membre à membre, on a 
(B — C)« (C — A)« (A - B)« pYr^ = A'B«C« (w« - X«) (^« — ««) (a>« — v«), 
et en substituant dans l'équation (8), 

(10) dt -= d= 



|/(û)« — )«) (p« — w«) (o>* — V*) 

Le temps s^exprime donc en fonction de la vitesse angulaire (ù par une 
quadrature, qui se ramène évidemment aux intégrales elliptiques. De là 



BM 



-J* 



owTÈ. déduit » en fonclion de t, et les équations (9) donnent ensuite 
P 9 9, r, en fonction de t, 

Enûn, si l'on intègre les équations (2) après avoir remplacé p, q, r 
I^SM T leurs valeurs en fonction de t, on aura 0, i^ et 9, et la solution du 
pM^oblème sera complète (*). 

M§. Nous n'achèverons le calcul que pour le cas où deux moments 
(^M*incipaux d'inertie sont égaux, soit 

l*<?]Iipsoîde étant de révolution autour du troisième axe» 

Posant C — * A = Afx, fi étant une constante positive^ on aura par les 
équations (3) 

, X dp dq dr 

(„) _+f,^, = o, ^_fxpr = o, j^=o, 

*loBt la dernière donne 

r = const. = n, 

^ citant la composante initiale de Taxe instantané de rotation suivant 
l*axe OÇ. Les intégrales (4) et (5) deviennent 



d^où 



A (/)« -*- 9«) = A — Cn«, A« (/i« -+- r/«) = A;« ^ Cw*, 






,tjii. 



p* -f. qf« =r const. = m*, 

vK désignant la projection de l'axe de la rotation initiale sur le plan ^y;. 
^a tire ensuite des équations (11), en substituant n à r et éliminant 9^ 

d'p ^dq ^ rf«p 

« 

^UBtion du second ordre dont l'intégrale générale est 

p = a sin (fxiif -+- P), 

^) ^ étant deux constantes arbitraires à déterminer par les données 
initiales. Puis on déduit, de la première équation (11), 

q = — a cos (^i( -¥• p). 



(') Cette solation analytique complète au moyen des fonctions elliptiques 5cra 
cipQiée dans la seconde partie du cours. 
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1.0 njmliiioi. ,,* + ,/ = «,< ilot.no d'iiboi'.! « = ni. Ensiiilf , fnii. >^'' 

msiii|5 = p,, j/i tos p ^. — ^., 
ce (|iii ilrleniiiiic enlièiiincnl l'iitiglc p. De phis, l'axe liïc OZ (^taf* 
cliuisi cuQinte nn veut, iiii prentlru pour OZ l'nvc UK du roupie rcsultani, 
qui csl ii\c, et observant que les projciUims île OK sur OÇ, Oi, 0? 
sont Ap, Al/, Cn (IVI), un ;iuim 



eus a = rus i,i,, *..J — "r "= . . i^^:^^ ■ 

« j/A»ni' + C'«' 
L'angle 9 cStuul eoiislant, ilQ est nul ; les valeurs (in p, q doiiiiécs \\ar 
les relations (2) tlcvienncnl 



idt^signnnt un nombre entier queleonque. Enfin, la dernière Ucs é4|i 
lions (2) donne 

.d-]f df , ^ nC 



dt dt 

ll'ull 



-■K 



dl A eus 8 A 

Ainsi p, q, r, 6, 4'i 7 sont connus, el le problème est n'suln. On voit 
que l'aze de révolution de l'etUpso'Uie central fait un angle constant 
avec t'axe du couple résultant, el décrit vn cùne circulaire droit uulnar 
deOK. La viltsse angulaire de rotation 

6) = l/p' + ./• + r» î- /".' •+- 71* 
est constante. La trace OXi du plan de l'éifiiateitr de l'ellipsoïde tur te 
plan du couple résultant se meut d'un mouvement uniforme autour da 
ftiTtOK. 

La courbe (C) est ici un cercle, l'angle que Tait l'nxc instuntand nvec Oif 
éiuiit eonslnni puisque r et u sont constants; la courbe (C'J est aussi un 
cercle, puisque le lieu de ra\c inslniiinnc dans Tespaee csl uu cdnc rircu- 




'ire «liait qui a |ioiir axe UK. Le mouvL'iuciil du solide rcMillc doiii; du 

t'^ililoiueiil d'un cilne circiiliiirt; sur un cilnc cîi'ciiliiirp, et l'nxi: fite du 
^U/ile réxullaiil, l'axe iiiftaiiliftté de rotation et l'iixc de rèi-otiilioii de 
f^liiaoUe cfiilritl sont toujours diiiis un mêiw pluit. 




~ 2i)G ~ 

du solide, l la dJsUince OG, nfTccltic ilu stgni- -4- mi — siiivnnl que G 
tombe sur 0^ on sur son prolongemool ; C le ninmenl d'inertie du solide 
rclaiir^ l'nxe principal OÇ, A ^B le moment reliitiTfi un axe quelconque 
passnnt par diins le plan i*i, l'ellipsoïde eenlcnl (itnnt de ri^volutiOD 
autour de OÇ; enfin, nous désignerons par 6', ij/', ç' los (icri*i5es 
dO rfiji df 



dt dt dl 



La seule Torce molriee est le poids P = l/lg du solide, 

agissant verliciilement au centre de gravité. Pour trouver les éqnntions 
du mouvement, nous emploierons la troisiâme (équation d'Eulcr, le 
tliiiorème des Torces vives et le théorème des moments. 

1" L'aie du eouple qui résulte de la Torec muirice transportée à l'origine 
est dirigé suivant 0X|, d'après les eonvent ions établies aux N"' 39 et 79; 
sa projection G; sur OÇ est donc nulle. La troisième équation (i) du 
ehn|)i[rc précédent se réduit donc, à cause de A =^ B, il 

C-7-:=o OU r:^ const. = n 

» désignant ta composante iniliale de lu rotmion du solide sui 

troisième des équations (z) devient donc 

(i) I' cos9 -1- ^'= H. 

2° Les éqiinlîons (a) du chnpilrc précédynt dnnnenl encore 
(ï) p cos Çi — 7 sin ç = S', p sîn ç -h 7 cos ip =» ij;' sin ' 

Or, on voit sans peine que les premiers membres rcprrsentenl les 

composantes de l'axe instantané suivant fn trace OX, de iri sur XY, et 

suivant la perpendiculaire 0Y| h celte traec menée dans le plan £fl. OXf, 

0Y| cl OÇ étant des axes principaux rclaliTs au |Joint O, la force vive 

totale du solide a l'instant considéré est (SOS) 

A(0"-Hf'sin«e} + C«'. 

D'uutre part, la somme des travaux des Torces c\téri 

1^0 se réduit au travail du poids P, c'esl-à-dii 

par a la valeur de pour I = o, A 

My/(ros«-cos6}, 

d'aprê« le théorème du iV 1J7. Le ihéiucme de 






vives donne 



donc l'équation 

(3) A(e'*-4-f sin'6) = 3Mj/(. 




[:0S = k, 

■s ilunnées initiales, 
remier ordre enlre les varinbles 
\ fonclions, par conséquent In 
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Ksignent une uonslaiilc Tiicilc a (ii.'[prniiiier \inr les dnnnécs initinlcs. 
pic moletir csl encore normiil ii l'iixc lltic OZ; 
donc, (l'npri^!! un tlidoréme connu (ITI), In somme des niomcnls des 
■[iianlittls de mouvement du solide par rapport it OZ reste invarinble. Les 
raometils pnr rapport nus axes principaux OXi, OYi, OÇ élant (l»l, 3°) 
AS', Aiji' sin 9, Cn, les t:osinns des angles que font ces sxes avec OZ 
«tant o, ain 6, cos 6, on a, pour la somme dos moments des qunntit^is de 
!nl par rnpport à OZ, 

{+) Af sin'0 + C« 
■tant une constante di^lermiiiéc pur I 
i équations (i), (3), (4) sont du [ 
K9, t{< et le temps, et déterminent 

n et In rotation du solide à un instant quelcoMqiie('). 
!I10. Examinons en purliculicr le cas où le solide, ayant rctju une 
^tion initiale énergique h autour de son axe dn figure, est abandonne 
iTiclion de la pesanteur. Les valeurs de p„, i/„ étant nulles, o; et <^'^ sont 
. Les équations (i), (3) et (4) deviennent 
( ç-' -+- 4''cosO = ii, 

, A (S'* -t- 4i"sin*Û) = 2M3f(cosa — cosû), 
1 A'I'sin'S ^CH(eo3« — eosO). 

er ces équations, on en déduit diverses conséquences 

La deuxième a sou premier membre >o, donc t et 

t de même signe. Donc, si dam t'Hat iniliat le centre 

de gravité e»t. au-dessus du point fixe (/>o), on nura eosa>cos6 ou 

0>«, l'axe de figure OÇ fera constamment avec la verticale OZ un 

angle 9 plus grand que sa valeur initiale a. Si au contraire, pour I = o, 

R ^<D ou le point G plus bas que le point fixe, cosct — cosO sera 

d< a, l'axe de figure fera ofec OZ un angle constamment plus 

fit qu'à f époque t =1 o. 

a troisième équation montre qne if' est de même signe que le produit 

. Donc, si i>o, romme alors on a cosa — cosG>o, iji' 

I sont de même signe, le sens de la rotation de la trace 0X| autour 



(5) 

' Sans intég 
remarquables. 

(cosa — cosO)s 



jp) La solulinn complùle de c 



problùmi- au moyen des ronctions clliptiqaEs rentre 
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(le OZ est le même que celui de la rotation initiale du solide autour de 
0^. Si, au contraire, / est< o, cos a — cos G est négatif et ^'^ n sont de 
signes contraires. On nomme mouvement de précession du solide, (tar 
un emprunt fait à rnstronomic, le mouvement de la trace 0X| ou du 
plan vertical ZOXi autour de OZ. On peut donc dire que le mowpement 
de précession est de même sens que le mouvement initial de rotatm 
autour de l'axe de figure, ou de sens contraire^ suivant que le centre de 
gravité G est plus haut ou plus bas que le point fixe d l'instant initial* 
211. Eliminant 'Y entre les deux dernières équations (5), nous aurons 



,,^ 2Mflf/ , ^, C*n* (cos a — cos 9)* 

0'*= — — (COSa — COS0) —-^ r-TTj ^ 

A ^ ^ A* sin«e 



d'où 



Le double signe montre que Tangle peut croître ou dccroî^^ 
lorsque t augmcnle. Pour ûxer les idées, admettons que / soit positif;^ ^^ 
que Ton ait, par suite, cosa — cosO>o, 0]>a. L'angle est do*^^ 
d'abord croissant, rfO>o, il faut prendre le signe -♦- devant le radî*^»* 
et le conserver aussi longtemps que n'atteint pas une valeur qui îm^^ 
évanouir la quantité sous le radical, car d', fonction continue de 0, '^^ 
change de signe qu'en passant par zéro. L'angle est donc croisse* ^^ 
jusqu'à ce qu'il atteigne une valeur (3, pour laquelle l'expression 

2 MAj/ sin* 9 — C'n* (cos a — cos0) 

s'évanouit, valeur qui existe évidemment, puisque cette expressi^^^ 
admet des signes contraires pour = a et pour «=» tt. Soit T le tenp P^ 
que met à acquérir cette valeur. 

Passé le temps où = (3, l'angle diminue, car si continuait ^ 
croître, le second facteur sous le radical deviendrait négatif, et comiH^ 
le premier, cosa — cos 9, reste positif, 0' serait imaginaire. Donc V 
devient négatif, est décroissant, se rapproche de sa valeur initiale a, 
et l'atteint au bout d'un temps égal à T, car l'équation (6) donne pour 
dt une valeur qui dépend uniquement de et rf0. 

Lorsque = a, 0' s'évanouit et change de nouveau de signe, l'angle 
croit de nouveau de0 = aà = j^ dans un temps T, et ainsi de suite 
indéfiniment. L'angle varie donc entre sa valeur minimum a. et sa 



v^Uur maximum |3; l'axe 'le fiuiii 
<t' amplitude conslanle, itans le plai 



f^^fllcale OZ. Ce n 
de nulatiûH. 
}La diirt'c T (l'tii)' 



i'erlicatZO% ton 
:nl u^cillnloirc de l'iixc OÇ st 



dcinî- 



< 



rillnlion <lc l'iixt.- val duiii 
sitier/Q 



illalions isocliroiiex, 
niuul autour de la 
nomme iiioHv«M»it 

C J..1I- IVqualion 





J' /(.-os a - cos 9) [2MA.97 sii,' 9 - (;'«' (r<>. , - l-os 0)1 

dépend d'une igundraiurc elliptique. 

La dernière c<]iitttion (5) montre que y, ou In vilcssc nti^utnirc de In 
Inicc 0X1, csl runctioii de G seul, et varie uinsi périodiquement nvec 9; 
elle est nulle pour 9 =^ a, el reste toujours de même si)>ne que ». On voit 
done que le plan ZO!; tourne autour de In verlieelc avec une vitesse angu- 
laire allcrnntivemcnl croissante et décroissante, nitiis toujours dans le 
même sens. 

1.9 vitesse nngiilaii'e de In rotulion instnnlnnée étant donnée par 

t|ualion 
a, par In deuxième équBlioii (5), 
Atù' = A«' + nMgl (eos a — e.js f.), 
qui moiilrc que In vitesse ai varie pcriodiquemenL entre si 
1 qui répond 11 6 ^= a, et son maxiinum, qui a lieu pour = 
tl9. l'ourse Taire une idée plus nette des phénomèn* 
il'rtudicr complélemcni le cas où lu vitesse | 
initiale h e^l cxtrémemenl grande, et ui'i le 
riipporl C : A a une valeur aussi grande ijue 
|iuMibIc, ce que l'on obtient en prenant pour 
ïujjde tournant un toi'e en bronze TT dont le 
tliiiniètre AU est assez grand pur rappuj'l 
L'cxpresajoii 

2MAj//sin'Ci — C'»i'(eosii — cosO) 
qui est d'abord positive pour ï = o ou G = a, puisqu'elle se réduit à 
iHAff^ s'évanouit uussitàt que dépasse a d'une tr£s-pelitc quanlile, 
ear, des que eosa — cos9 acquiert une valeur sensible, ù eause du 
! second terme égale le 



suffira 




néridiei 



temier et le détruit. Donc, la lin 



l'ès-grandc, 



inpérieure [3 de l'angle 



diffère 
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très peu de a, et comme reste toujours compris entre j3 et a, il ^*^ï« 
lui-même toujours très-voisin de a. On voit même que Ton peutsupir^^ 
n suflîsnmment grand, toutes choses égales d'ailleurs, pour que la di^^ 
rence ô — a reste toujours aussi petite qu*on le veut. Nous poserons d ^'^^ 

= a + u, 

u désignant une quantité très-petite dont nous négligerons le carré, s^ ^' 
quand il sera multiplié par un facteur de même ordre que n. De là 

cosô «=3C0s(a -4- M) = cosa( i — —- -*-•••) — sinaf u — , ^ „ -♦-••" ) 
^ ' \ i.2 y \ i-2.3 V 

= cosa — usina, cosa — cosG = usina^ (10 = dt/, 
et réquation (6) devient 

du i /~, \~~, C«n*usinal 

d% A y L sin*(a-*-M)J 

ou, en continuant à négliger les puissances plus élevées de t/, 

du 1 / ; : 1— r-r 

-T- = db — (/ 2 ^kgi u sin a — C'n'i<*. 

Posons 

MAjr/sina Cn 

tii ayant donc une très-petite valeur et k une très-grande. 
Nous aurons successivement 

. , . di< du d (tti — ti) 



dz ftt = arc cos > 

la constante de l'intégration étant nulle puisque pour ( es o on a u = o, 
arc cos i = o. De là on tire 

Ui — tt s=3 tii cos kt, u^=Ut{i — cos kt), 
et enfin 

(7) Bs a + Ui (i — cos kt). 
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On déduit ensuite de la dernière équation (5), en négligeant encore les 
termes d'un ordre supérieur, 



, , Cn cos a — cos ku sin a ku 

r = -7- 



A sin* 9 sin' (a -♦- u) sin a 

d'où 

d+ kui , , . 

-r-= -: (i — cos kt), 

dt sin a 

Intégrons, et supposons qu'on ait choisi Taxe OX de manière que ^ 
s'annule pour l=so; nous aurons 

, kuit tti . . 

dt « : — sin kf, 

^ sin a sin a 

ou 

£nfin, la première des équations (5) nous donnera 

d(p ku 

-=7= n — vt' cos (a -+- tt) = w : cos (a-^ u) = n — ku cot a, 

dt T \ / sin a ^ ' 

au même degré d'approximation. Remplaçant u par sa valeur en t, inté- 
grant et supposant 0^ choisi de manière que pour f = o on air (p=3 0, 
^^ trouve 

(p = nt — kui cot a • f -+- Ml cot a sin fc(, 
^^^ encore 

. . Mal cos a MXql cos a . , 
(9) cp = n« ^-- 1 -♦- ' ^, , sin kt. 

91S. Les formules (7), (8), (9) donnent 0, vp, 9 en fonction du temps 
^( définissent complètement le mouvement du solide. 

L'angle 0, inclinaison de l'axe de figure du solide sur la verticale OZ, 
^arie périodiquement entre sa valeur initiale a et la valeur a + 2u^y 
<iui est plus grande que a vu que tii est ]> o, car nous avons 
supposé / positif. La quantité Ui étant très-petite, la variation de 6 est 
très-faible et l'oscillation de l'axe presqu'insensiblc : l'axe de figure 
parait décrire un cône de révolution autour de la droite OZ. La durée 
de l'oscillation de l'axe est, d'après (7), 

2it 2n\ 
T'^ Cn * 
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C/est aussi une quantirc très-petite. 

La valeur de l'angle ^ se compose de deux termes, le premier pro- 
portionnel au temps, le second périodique. Les coefficients constant de 
ces deux termes sont très-petits, mais le second est beaucoup plus petit 
que le premier, car il renferm^ it* au dénominateur. Si Ton néglige 
d*abord ce terme périodique, on a simplement 

c'est-à-dire que le mouvement moyen du plan Z0( ou mouvement 
moyen de précession est une rotation uniforme autour de OZ, avec une 
faible vitesse angulaire Mgl : Cn. Celte vitesse est d'ailleurs de même 
signe que n, l étant ]> o; le mouvement de précession change donc de 
sens avec la rotation initiale autour de 0(. 

Le terme périodique, dans la valeur de ^ donnée par l'équation (% 
introduit dans le mouvement de précession une petite variation périodi- 
que, qui alternativement augmente et diminue d'une très-petite quantité 
l'angle ^ qui définit le mouvement moyen. 

Enfin, la valeur de 9 que fournit Téquation (9) comprend trois termes; 
l'un proportionnel au temps, nt, dont la valeur croit très-rapidement i 
cause de la grande valeur que nous avons attribuée à n; le deuxième, qui 
croit aussi proportionnellement au temps, mais dont le coefficient est 
très-petit; le dernier enfin, qui est périodique et dont la valeur csi 
beaucoup plus petite encore. Si l'on néglige ce dernier terme, on voit 
donc que la ligne 0^ de l'équateur du solide se meut dans le plan vl 
avec une vitesse très-considérable, sensiblement uniforme, dans le se"* 
de la rotation initiale imprimée au solide autour de O^. 

Pour obtenir une représentation géométrique claire du mouvement de 
l'axe de figure du solide, on décrira du centre O une sphère de rayon 
égal a Tunilé; on appellera pôle moyen le point P' où cette surface ^^ 
percée par l'axe moyen dont le mouvement est défini par les équations 

le pôle vrai sera le point P où l'axe de figure réel, dont le mouvement 
est défini par les formules (7) et (8), traverse la surface sphérique. On 
verra sans peine que, tandis que P' décrit sur la sphère d'un mouve- 
ment uniforme, un cercle dont OZ est l'axe, dans le sens de la rotation 



r.o.- 



ii'ii 



;i-3 gyros- 



», le pôle vrni P (ii'cril niitoiir de P' un irùs-petil rcrclc, ) 
moufcmenl uniriirino. 

Nijus avons dcvuliippé celle solulîon en admettnnt que / soîl > o; mnis 
Iti méthode rcsli?rnîl tn même cl les ëquHlions (5), (6), {7), (S), (g) subsis- 
'ernlcnt, si l (Hnil iiégnUr. Le cliangcmrnl de signe de / enirninniil celui 
de U|, l'angle aurnil pour ranxlmum a., pour minimitm a ■+■ 2111 ; le 
ntouvcmcnl de préeession deviendrait de sens cnniraîre au mouvement 

ieriilaltonn, etc. 

I SI4. Les rësuIUiU pr(.'cédenls se vtVificnt bu moyen des dîv 
, et en pnrliculicp nu moyen de l'apporeM île M. Rnli 

Wep OÇ, termint^ en pointes h ses cxlrémités 

ippuic par l'une d'elles dans le fond d'un 

ndcl creusL' au somme! d'une colonne de 
cuivre C. Cet axe porte un anneau en brou/cT, 
nié de telle manière ([u'une biigue B, en glissunl 
sur l'axe, peut porter â volonté le centre de 
ÇMvilë de la masse au-dessus du point d'appui 0, 
ou nu-dcssous, ou en ce point mâmc. L'axe ëtiint 
il'abord maintenu rerticalement, on imprime à 
l'anneau nu moyen d'une ficelle un mouvement de rotation 
finis, après iivoir donne ii l'iixc une position incliuée, on abandonne le 
solide tournant à t'nclion de la pesanteur. On voit alors se produire le 
|iWnomènc de la priSccssion dans le sens indiqua par nos formules, et qui 
iliipcnd 5 la fois du sens de la rotation initiale et de la position du centre 
dtgrnviié. Ln nutation est très-rniblc, comme les formules l'indiquent, 
tant que la vitesse de rotation est très-grande, et il faut ijuclqu'aitenlion 
pour rnperccvoir. 

L'action de la pesanteur sur le corps ne produit donc plus son elTet 
naturel, qui sernil de renverser l'axe autour dij point 0, dans un sens ou 
dans l'autre selon la position du centre de gravité, mais elle dcicrmine au 
contraire le mouvement conique de l'axe de ligure autour de la verticale. 

*IS. Les solides de révolution tournant avec une grande vitesse 
autour de leur axe de llfjure et fixés par un point de cet axe présentent 
des effets remarquables, dont la théorie est comprise dans les formules 
gcn^mles du chapitre précédent. 
Mtensidérons un semblable solide tournant rapidement autour de son 

frO^ et concevons qu'on lui applique une forrc quelconque P en un 





ù Oï (îlaiit r 
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[Kiirit C lit.' (!i;l n\c. Conservons les oii^mcs mtlaiions qui; pi'cct-dommDlll; 
appelons u ta disluriccOC; X|, Y|, le» composantes tic P piirallèieniFnl 
à 1r Irace 0\| cl à sa perpendiculaire 0V| dans le plan In; cl pour iiou^ 
débarrasser <lc l'inHucncc de In pesanteur, admettons (jue le reiilrc do 
gravité du i-orps coîneido avec le poiiil O. Le inomcnl de P par rap|iort 
, uinsj que B — A, lu troisième équation d'Euler donne 
toujours r :^ », n élunl la vitesse itiiiiiile 
imprimée au solide autour de OÇ. Pour 
obtenir les deux autres liqualjons du 
mouvement, appliquons encore le tliéo- 
rèrue du N" 170, mots en projetant l'axe 
'lu couple des quantités de niouvctncnt cl 
l'axe du couple des forces c.Uéricurcs sur 
les axes 0X|, 0V|, qui ne sont pas Ma nu 
chaque instant, des axes principaux d'inertie 
raisonnant comme au N" 901, puisque les 
projectionâ de l'axe instantané du solide sur 0X|, 0Y|, OÇ sont égales 
(<09) & 0', ij^'ainO, n, on trouve pour les projections de l'axe OK 

AS', A|'sinO, Cw, 
et les composantes de la vitesse relative du jiuinl K parallèlement fi 
OXi, OYi seront 

rfÇi^^sinG) 




point 0. 



dt' 



dt 



:iiln]lcr 



osantes de sa vitesse d'entraincment, observons 
que le mouvement du système miibile OXiY,Ç se compose d'une rotAlion 
autour de OXi avec une vitesse angulaire 0', et d'une rotation autour 
de OZ avec la vitesse i/' ; les projections de l'axe inslantone du système 
OX,Y,Ç sur 0.\,, OY,, 0^ sont dune 

fl', ili'sin 0, i|i' cos 6, 
et l'application des formules du N° 17 donne, pour les composaqj 
la vitesse d'entraînement du point K pHrallèlemcnl i OXi, 0Y|, 



.A.f = 



4»' cos s ■ A6' ■ 



a donc, pour les projections de tu vitesse absolue du pOMlKl 



r+(C'.-A|'eosO).|'sin 



rf_(ij/sin0) 



-t- A^-'O' 



Ces projcclionii sonl resporlivi 
par rapport Ji ces axes, savoir 
demaodees 



ment légales 
— «Y,, a.\ 



iiiK moments de la force P 
d'où les deux c'qitnlions 



A_^-(c«-Afco.«)f «,,«_- 



A sin 



2A|'0'co-;8 — C«e' =.nX,. 



On arriverait aux tuâmes équations en éliminiint p, </, r entre les 

équations {i) cl (2) du ehupilre précédent, dans l'hypothèse r = n. 

916. Les (Squalions (10) se priaient à la solution de nombreuses ques- 

i»as, enlr'autres celle du N° 909. Mais nous nous bornerons ici il en 

■ l'explicnlion des paradoxes principaux que nous avons en vue. 

(apposons que le rapport Cn : A ait une valeur très-considérable, comme 

past le cas pour un tore en bronze auquel on a imprimé une rotation 

ssivemeni rapide autour de son axe de figure. Écartons aussi les 

rfS' d'i' 
, -y, -7-, -r" l'ourrnient acquérir des valeurs très-grandes. Les 

f'éqiialions (10), divisées jiht Cn, montrent alors que ^' et B' ne peuvent 
^trc que des quantités fort petites, de l'ordre de 1 : Ch. On y négligera 
donc les termes cn ■{>'*, ^b'; Je plus, si l'on ne tient pas compte dans Q' 
et <^', des petites variations périodiques, ce qui revient à substituer k l'axe 
de figure un axe moyen dont l'axe vrai ne s'écarte jamais que par des 
oscillations insensibles, on reconnaît que les dérivées de (/ cl ip' par rap- 

■ 'jwft au temps sont elles-mêmes trcs-peiites, cn sorte que leurs quotients 
r Cnsoni aussi négligeables. Ces équations se réduisent alors fi celles-ci : 



f=- 



a\. 



S équations permettent de calculer par iipproximnlion <]<', 0', pour l'ax 
l^en, si X| cl Yi sont donnés, et réciproquement. 
■ {■ Si l'on suppose Xt =• o, S' est nul, S est donc constant, l'axe d 

pire du solide a un mouvement conique uniTorme autour de la draii 



t Si, au conlrnire, on fait Y, =; o, ^' est nul, l'axe de (igure OÇ se meut 

B daos un plan Tixe ZO^ perpendiculaire ù la direction de la force 

Utricc X(, avec une vitesse angulaire '/ donnée par la seconde équa- 

1 (II). Si X, est >o, nu si la Torrc agit ilans le si>ns OX,, Û' sera de 
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signe contiiiii-c ii ii, l'uxc OÇ se mj) proche m de OZ ou s'en cloignni 
suivaiil que la i-olutioti du solide nuloiir de OÇ iiura lieu de gauchel 
droite nu de droite ù ({iiuchc. L'inverse mirait lieu si la Jbrcc motrire .^i 
clail ilirigt'e en sens eontraire de 0\,. neinnrquons mniniennnl que lu 
force \i, nppliqui^e sur l'axe OÇ, Iciid h donner au solide itne rouiion 
dont l'axe est dirigi! suivant OYi ou son prolongement selon que Xi mI 
posiitf ou n^ftatir. On peut dono fornmicr toutes les circonstances i 
mouvement produit par cette Torce Xi dans ce iWorèmc : 

Lorsqu'un ioHde de. révolution, fixé jiar u» point de son axe, tOtrrM 
niuT mie grande rapidité a iitourite cet axe, si l'on applique aur eelm-ti 
une force de direction constante, la rotation que cetlt force produirait 
sur le solide en repos ne se produit pas, mais l'axe de figure du tore st 
porte par le plus court ehemin vers l'axe de la rotation que la forée tend 
d produire, comme si les deux rotations tendaient à se faire autour d'tint 
viéme droite et dans te tiième sens. C'est lîi ce qu'on nomme la tendance 
au parallélisme des axes de rotation. 

3° Supposons maintenant que, sous l'action de In main, l'axe de lîgvrc 1 
du tnrc ddcrive, d'un mouvement unirorme, un ri^ne de ri^volulion autour 1 
de l'axi! OZ. On aura O' = o, i!lant constant; d'où Xi =^0.1.^ pr cmijrft | 
des équations (ii) donnera 

l'ce qui produit le mouvement conique, et qui est ^gnlc et 
npjiogéc II la r(.'nclian que l'nxc exerce sur la main 
iipiiliquéc en C. Cette rciiclion est dune ti'ès- 
jHiiuide, à cnuse du facteur Ch ; elle est pnrnllêlc 
,1 ()V,, c'esi-à-dirc perpendiculaire à la direction 
dans laquelle on déplace l'nxc, conlraii-emcnt à ce 
i|ui auniit lieu si la rotation n n'existait pas. 

Toutes ecs conséquences du calcul se vérifient 

d^iis le gyroscope de Foucault, Ja balance de 

l'hicher, le culbuteur d« Hardy, etc. Supposons 

un lore on bronze T, dont l'axe de figure CC est 

monté sur un anneau ë, mobile lui-mfnic autour 

ndiculnirc au premier, et porte par un deuxième 

1' qui j)cut tourner aulour d'un axe GG pcrpcndicnlaire h DD. 

il que l'axe du tore peut ainsi ]U'cudrc loules les directions 



Telle 




ï. 

f 
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autour du point 0, intersection des trois nxcs^ qui seul reste fixe. Après 
avoir imprimé au tore une rotation très-rapide autour de son axe CC, 
on l'abandonne k lui-même : cet axe reste immobile. Si Ton agit ensuite 
sar Tanneau £ pour le faire tourner autour de DD, on éprouve une 
résistance énergique, comme si cet anneau était fixé à l'anneau F, 
et le seul résultat que l'on obtienne est une rotation de tout le système 
autour de GG. De même, si l'on agit sur l'anneau F pour le faire tourner 
autour de GG, on n'y parvient pas, mais l'anneau E bascule autour de 
son axe DD. Le sens de ces mouvements est d'ailleurs toujours conforme 
k la loi de la tendance des axes au parallélisme. 

On peut, au moyen de divers appareils, manifester cette loi sous des 
formes curieuses et saisissantes, dont nous ne pouvons parler ici. 

Exercices. 

1 . Un tore, dont le cercle générateur a (y*K)i de rayon et a son centre k une distance 
^^=0">i2 de Taxe de rotation, tourne avec une vitesse de 6ooo tours par minute autour 
de cet axe. La distance / de son centre de gravité au point fixe de cet axe est o'iH>2, et 
rîDclinaison initiale a de Paxe sur la verticale est de 45<». Déterminer la durée T et 
Tamplitude 2Ui de la nutation, la vitesse ^ de précession moyenne et le temps T' que 
Taxe du tore met à faire un tour entier autour de la verticale. 

R, On trouve, au moyen des formules de Pex. 16, chap. XXVI. 

Ar=s 1183,1; 2M| = 0,00002578 = 5",392 ; T = o' ,00531; f = 0,02157; 

T' = 29i',29 = 4'n5i',29. 
•. Un solide do révolution, homogène et pesant, fixé par un point de son axe de 
figure, a reçu un mouvement initial quelconque. Déterminer les conditions pour que 
Taxe décrive un cône de révolution autour de la verticale du point fixe. 

B. Les notations restant celles du N^ t«9, il faut que l'on ait O's«o, 6?-^ gr. Cette 
hypothèse, introduite dans les formules, conduit à 

y = const. = /«, f' = const. =r y, «p = /*/, î? = vty 
p = /Asinasinyf, ç = j* sin a cos »/, r := v -4- /* cos a. 
Pour que ces valeurs satisfassent aux équations d*Eulcr, il faut et il suffit que a, fi, v 

vérifient Téquation 

sin a [(C — A) /A* cos a -4- C/*v — M^f/] = o. 

L*hypothèse sina = o suppose Taxe de révolution vertical, sans autre condition. 

L*bypothèse 

(C — A) /A* cos a -4- C^v — Mgl = o 

donne une seule valeur pour /a dans les cas suivants : i» cos a =: o : Taxe est horizontal ; 
2* A = C, Pellipsoide central est une sphère; dans ces deux cas on a 

Mgl 

'* = -c7- 



C'r.'-+-4M»(l(;-A)coa«>o. 
Ums portituliiT où» = orpnri'rmc In soliilion Hu proliUmc Aupriufwlff 
La TiU'sse nvoc laqui'll.. li> plan pnssnnl i>iii- 1'""' fl lii viTtic-ln itii poinl l> 
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CHAPITRK XXX. 



913, Pour simpliliei' In question du mou vr ment il'nn sutiik- lilin-. 
nous l'unccvroiis que pur son centre de gravite G on mène truis nxcs tir, 
Gy, Gî cnnstiimmcnl |)iirallËles h des axes fixes OX, OY, OZ : le niouvc- 
mcnt de irnnslntion du système Gxi/z sera eonnu si l'on snil trouver 
celui du eenlre de grnvitd; le mouvement rcintir du solide par rapport 
au système de eomparaison Gxyz sera celui d'un solide autour d'un point 
fixe, et si on sait le déterminer, le problème propose sera résolu. 

Or, le centre de grnvitd G se meut comme si la masse M du solide ctnil 
rdunie en ce point, cl que toutes les Torces extérieures y fussent transpor- 
tées parallèlement à elles-mêmes. On appliquera donc les équations du 
mouvement d'un point libre (ISS). 

Pour établir les équations du mouvement du solide par rapport s 
Gxyz, nous rappellerons que le théorème des moments subsiste, comme 
on l'a vit iiu N° 17S, lorsque l'on rapporte les momenLs îles quantités ilc 
ivemciit du système et les moments des forrcs exicrîcurcs, non plus 
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ilu suliiie par rapport îi Gxys, les projections de l'iixe du eoiiplc résultiiiii 
ttes forces extérieures sur ces axes seruiil resperlivcmciit égales nu\ 
imjectioiis de la vitesse du point K, extrémité de l'axe des r|uaniilés de 
■Muvement relativm, ei les équations d'Euler qui déeoulcnt iminédinte- 
■Dent de ce théorème, seront applieabics au mouvement relatif du solide 
pir rapport nus nxes Gx, Gy, Gï. De là ce tliéorème, qui ramène le pro- 
fclème proposé ft deux problèmes déjà Irailés : Lorsqu'un solide libre se 
'Mit tout l'action de fortes extérieures données, le mouvement de son 
ffilre de gravité se détertnine en y supposant toute la masse réunie et 
toutes les forces motrices transportées parallèlement à elles-mêmes; et le 
mouvement du solide autour de son centre de gravité se détermine en 
legardant ce dernier point comme fixe, en supposant que les forces exté- 
htures agissent sur le solide sans aucun changement, et appliquant ta 
tkiorie du mouvement autour d'un point fixe. 

Si donc Z|, yi, s, désignent tes coordonnées de G pot- rapport nu\ 
aies fixes; X, Y, Z les composantes de l'une quelcontjue des forces 
appliquées au solide; ;*, q, r les projections de l'axe inslnntanë de rota- 
tion relatif au point G sur les axes principaux d'inertie G^, G»), GÇ cor- 
respondants au même point ; fl,<^,tp les angles qui déterminent la position 
du système GîiiÇ par rapport au système Gxi/z, tes équations 



..d*Xi 
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ji.iiilcs aux cqu.-ilions (i) cl (2) du iliapiire XXVllI, déleiinineroiil 
xi, g,, ci, 0, i|'> ? C» fonction du temps, cl donneront la solution du 
pi-oliléme, 

%tH. Quand les forces extérieures ne dépendent que du temps ou de 
la position du centre de gravité, tes trois équations li-dcssus permettent 
lie déterminer le mouvement du point G isolément, sans (|uc l'on ail 
besoin de connaître le mouvement de rotation du solide autour de son 
icnire de gravité. Mais, en général, ces forces dépendent de la position 
du solide tout entier, et, par suite, de son mouvement de translation cl 
de son mouvement de rotation à la fois. Dans ce cas, la détermination 
indépendante de x,, g,, zi ne peut se faire de la même manière, puisque 
ÏX, iV, 17. dépendent de 9, ip, •]/, cl il faut intégrer siniullBnémenl 
le» éqnaliiins difféicniielles de ta trnnslalion cl de la rotation. Le 
problème csl alors bien plus complique. 




I 
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Le llnioi'^mc ci -dessus n'en rcslc pas moins remnniUBblc, cnr on a tu 
iliins la Slflliqitc une Ips furecs appliquées à un solide soiil rWucllbirs 
il une seule force R «ppHijui-e, par exemple, au cenlrc de grsvîlr du 
solide, et à un couple G. Or, le mouTcment du centre de gravilf »l 
}ii-odiiit uniquement par la résullanle II, sans que le ciiuple G nîl aucune 
inlluencc; et la rotation du solide autour de son centre de graviu' «> 
produite uniquement par le couple G. sans que la fonv R inilue en ritn 
sur cette rotation. 

919. Considérons, comme exemple du premier cas, un solide it 
rtWoIution homogène et pesant, lance dans un espace libre de laule 
résistance. Son centre de gravité, situé sur l'axe de figure, est eoun^ 
simplement Ji l'action de la pesanteur ; il décrit nnc parabole suÎTani 
lois discutées au N' 150. Si nous fixons ensuite le centre de gratilé 
pour étudier le mouvement autour de ce point, nous détruisons l'nclivn 
de la pesanteur, et nous tombons dans le cas d'un solide de révolution 
fixé par un point de son axe et sur lequel n*agit aucune force muirtee. 
On peut donc appliquer «u mouvement du solide auloiii- de son centre 
de gravité les propriétés et les Turmules des N"' 90â, 909. Le pi-ublème 
fil donc ('nra|ilélemcnl résolu. 
230. Comme second exemple, considérons un projectile cjlindrtH 
CDiiiquc auquel l'explosion de la poudre n imprimé 
une vitesse de translation tr^s-grnndc siiîvnnl In ilirec- 
lion commune de l'axe de la pièce et de l'axe de figure 
ilu projectile, en même temps qu'une rotation exces- 
sivement rapide autour de cet axe, et qui se meut 
dans un milieu i-<fsistunt tel que l'air. Les forces motrices se i-édujscnt à 
une force verticale égale au poids du eurps, iippliquée à son centre de 
gravité G, et II In résultante DE des pressions que l'air exerce sur la face 
antérieure, rêsulunle dirigée, 'a cause de la s] inéti-îe, dnns le plan passant 
par la direction GT de ta vitesse du centre de gravité et par l'axe de figure 
OA du prujeciile (on néglige le fi-oltement contre l'air produit par la rota- 
tion). Si l'axe de figure G\ coïncidait constamment avec CT, celte résul- 
tante ]iasscruil par le centre de gravité et uc produirait aucun elTet sur la 
ruliiliondu projectile, mais dts que celle coïncide nec n'exislc plus, la résul* 
tante DE, à cause du glissement des filets d'air sur la surface, se rap|»roc)ie 
plu.squefiT d'une direction normale n l'axe GA; elle tend donc à ceoi-U» 
r»\c de la ilrieciion dti mouvement CT cl à i-cnverscr le projerlilr, i 





i-llc pou pi; linbitticllcmcnl l'iivu GA i-n nvartl du centre de graviti;. Comme 
iVailIiHirâ In dirculiun et l'intensiti'^ de I;i lésulliintc DE dcpendenr 
cvidcmmcni de la position de l'uxe GA pnr rnpport ù GT, on voit qu'ici 
le mouvement du eentre de gmvité est inlliiencé par lu rolntiun du 
|irojee(îic iiutoiir de ee eenlrc. Mais, dnns une première npproxininlion, 
on pciil admotire c|ue la composiinle principale de DE est dirigce suivant 
DG, et l'on n'a plus, pour déterminer le mouvement du centre de graviK^ 
G, (jii'ii L'hercher le mouvement d'un point pesant soumis à une rcsis- 
lanee opposée h la vitesse el roncliun de eetle vitesse (Cli. XXI, Ex. 11); 
un suppose duDc que le centre de gravité du projectile reste sensiblement 
cinns le pian verlicLiI pussnnl ptir la dîreeiion de sa vitesse initiule (axe 
de la pièce). 

Considérons ensuite le mouvement du corps autour de son centre de 
gruvil4! G, supposé llxe. Ln direction de In force DE coupant constamment 
l'axe prineipnl GA, la rotation n autour de cet axe est constante. Cette 
force produit d'ailleui-s le mt'me effet (pi'une force P, appliquée perpen- 
diculairement sur l'axe GA ù une distance a du centre de ■;ravité, dans 
le plan AGT. D'après la loi de In tendance des axes au parallélisme (*16), 
inme le couple Pu tend îi produire une rointion autour d'un axe 
mal au plan AGT, l'axe de (igure de projectile se porte vers cet axe, 
e déplace dune, à chaque instanl, tiormalemeiit au jilan passant par 
'4ireclioH de ta translation GT el l'axe GA du coips, en sorte qu'il 
Bfirail un ci^ne droit autour de la direction GT si celle-ci était inva- 
, ce qui n'a pas lien vu le mouvement curviligne du centre 
K|;ravilé. 
tuppnsons que le sens do la rotation initiale soit de gauche à droite 
tour de GA ; l'angle TGZ que fait In direction GT avec la vcriicale croit 
hsUtnmenl ; donc, au début, GT s'abuisse 
I peu par rapport fi GA ; la direction GY' 
ll'axc de la rotntion que la force P lend A 
Kluîre est donc horînonlalc et vers In 
biclio du tireur; l'axe GA se porte donc 
B droite II gauche, puis de haut en bas. 
Par suite de l'abaissement continu de GT, 
l'angle AGT croit et décroît alternativement, en restant toujours irès-pctit 
misque l'nxe GA tourne nulour de GT. Ce résultat est d'une grande 
LportJinitc pour In précision du tir, pnrce que 1" le projcclilc 





J 
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uorislammeni ù l'air qu'il traverse dnns le sens où la réstsLan(-« csi U 
plus peiitc, vu la forme donnde nu uorps: In pnrtëe esl donc au^menl^; 
"i" la roution énergique ïoiprintce bu eorps absorbe les rotations nccï- 
ilenletlcs qui se produisaient acitrerois, soit dans l'ilme de la pièce, soil 
par le rrnltemcnl de l'air, et permet xinsi de dëlcrmîner expërimenUile- 
mcnt k l'avance l'effet de celte rotation quant ou mouvement du centre 
de gravité. 

En effet, dès que l'axe GA s'écnrte de la direction GT, la compn- 
sanlc de DE normale & GT, transportée au centre de gravîtét agit 
1" pour soulever le centre de gravité ; 2" pour le porter vers la geucfao 
du tireur. La première action a peu d'influence sur le tir, parce qu'elle 
s'exerce en sens contraire dès que, par suite de son mouvement conique, 
l'axe de ligure est plus bas queGT; la deuxième s'exerce toujours ilnns le 
même sens, parce que, en suite de l'ab-iisscmcnl de GT, l'angle v ^ ZTA 
croît et décroit alternativement, et l'axe du projectile reste à gauche du 
plan vertical ZGT ; c'est ce qui donne lieu ii lu dérioalion borizuntule <leii 
projectiles (onrnnnls. 



f. UiiR lîgurc iilmiu il 

donné». Oëlcrmincr h 

le rëduisrnt û i 

R. Soient, àl'tipoque ( 

aiigulai 



c il^pl«cc itum su» pUii saui l'acl 

mitiiiipr eu pirticulier le eis où lis T'ircel 
I cnujilu consliiit. 

i>i, ïi les coordoiiaérs in centre de gravité, npporltrs Ideus 
s lixps OX, OY; X, Y les eompusaatM de l'une des forcn 
luplc riisultonl de CCS Torce» par rapport nu ceiilri! degrivîté; 
momonl d'iiierLie de la Cgiirc par rapport i une normale au plan menée plr \v Ci 
de grivitë; *i In rile^c angulaire de ratilioii de ta ligurr.' dutour de ee ci^i 
a, fi les coordonnées du centre instantané de rolalion. Ou a 



..'*'■'. 



- = iX, 



„'P>,._ 



SV, 



lir lire d<' lu *, , y,, u pn Toncllun de /, on aura 

et la vilcsie d'un point <|ni'kuni]uc de U ligure srra Lunnui' en grandaur cl 
Dans le cal de cuntlani, soient a, li, si, les toiiiposniUes de la viteisc luitlale 
gr. et la vlleiMiaugulnirc initiale; ^ = G:II; uni 
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Le c. de gr. décrit une droite ; la vitesse angulaire w croit proportionnellement au 
temps; le centre instantané de rotation se meut sur une droite mobile, passant par le 
c de gr. et perpendiculaire à celle que décrit celui-ci, en se rapprochant indéfiniment 
dn c. de gr. 

•. Mouyement de la toupie. 

il. On suppose un solide de réyolution pesant, s^appuyant par un point de son axe 
de figure sur un plan borixontal parfaitement poli. Soient M la masse du corps, R la 
réaction normale du plan d*appui, z^ la hauteur du c. de gr. G de la toupie au-dessus 
de ce plan. 

Le mouvement du centre de gravité résulte d^une force verticale égale au poids du 
corps, — M^, et d'une autre force verticale R. Les composantes horizontales de la 
force motrice étant nulles, la projection du c. de gr. tur le plan d*appui décrit une 
droite (Twii mouvement uniforme. On a ensuite 

Povir étudier le mouvement de la toupie autour de son centre de gravité fixe, on 
cherche celui de Taxe G; de la toupie par rapport à trois axes fixes GX, GY, GZ dont 
le premier est vertical vers le haut. La force — Mg étant détruite^ R rencontrant 
l*axe Gç, la rotation r autour de G; est constante et égale à n. Soient 6 Tanglc çGZ, 
^ l*angle du plan çGZ avec un plan vertical fixe, / la longueur OG ; C, A les moments 
principaux relatifs au point G. Appliquant le théorème des forces vives au mouvement 
do corps autour de son centre de gravité, on a 

A (e'« -♦- 4/* sin» 0) -4- Cn« = — 2 J Rdz, -, 

d*où, mettant pour R sa valeur ci-dessus, et observant que 2|=/cosO, on obtient 
réquation 

(I) (A -♦- »I^ sin« e) 0'« -♦- Af» sin« 6 = A — zMgl cos 0, 
h étant une constante. Le théorème des moments appliqué à GZ fournit Péquation 

(2) A sin» G • «l'' -h Cfi cos 9 = A*, 
A étant une constante. Éliminant <|/' entre (i) et (2), on arrive à 

. l/Tsin Odh |/A -+- Ml* sin» 

dt = jz — • 

V^(h — 2%/ cos U) A sin* — (A — C» cos 0)* 

La discussion de cette équation fournit des résultats scmblaoles à ceux du N» •!•. 
L'angle varie périodiquement, Taxe de la toupie s^abaisse et se relève alternativement, 
pendant que le plan vertical passant par Paxe de figure tourne autour de la verticale 
du point G avec un mouvement de précession continu dans le même sens. Si l'on 
suppose, en particulier, que la vitesse horizontale de G soit nulle, la pointe de la toupie 
décrit sur le plan autour de la projection du point G, une sorte de rosace composée 
d*une série d^arcs égaux, tangents n une circonférence extérieure, normaux à une 
circonférence intérieure. 
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s. Trouver, dans le mouvement d'un projectile cylindre-conique dans Pair, ks 
équations qui déterminent le mouvement de Taxe du projectile autour du centre de 
gravité. 

R. Soient (fig. du N« tt«) ZGK le plan vertical du tir, 6 Pangle AGZ que fait Taxe 
de figure avec la verticale, ^ Tangle AZX compris entre le plan du tir et le plan AGZ, 
S Tangle AGT, y Pangle ATZ entre le plan du tir et le plan AGT, t l'angle entre les 
plans AGT, AGZ; ? Tinclinaison de la vitesse GT du centre de gravité sur rboriiaTf 
taie GX; X|, Y,, les composantes de la force P perpendiculairement au plan AGZ ^ 
dans ce plan. Les formules du N" 216 donnent 

oX| , oY, 



Cn Cn sin 6 

Or, on a X, = — P sin », Y, = P cos t. De plus, soit A'GT* le plan passant Tmc 
la vitesse de G à Tépoque / + (!/; projetant T sur Parc AT', on a 

(a) dù = — df cos V. 
Le triangle AZT donne la relation 

sin S sin v = sin sin ^ 
qui, diffcrentiée, conduit à 

adt /Y, coi i^ ^ \ 

cot S do -hcot V dy = cot de -H col »l di = j^- 1 . ^ X| col 6 | 

^ ^ Cn \ sm y 

Vadi , ^, Pacotv^ 

= - — : ; — (cos g cos <J/ -♦- sin s sin d< cos 6) = = : — ; dt, 

Cnsinôsinf ^ ^ ^ ' Cn sin 5 

De là on tire 

te y Va dt 

(,5) d,= _-|-dJ + 



tg d Cn sin l 

L^anglc 7 est connu cn fonction du temps, et le moment Pa est déterminé ea foncliou 
de par expérience. On a donc à intégrer le système (a), (^) entre ^, v et U 



CHAPITRE XXXI. 

ÉQUATION GÉNÉRALE DE LA DYNAMIQUE 

%%\. Les thëorcmcs géncraux sur lesquels nous avons fonde Tctudc 
du mouvement des solides s'appliquent à des systèmes matériels queleon- 
ques, mais ne suffisent plus, en général, pour obtenir toutes les équations 
difTérentîelles nécessaires à la détermination de leur mouvement. Nous 
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t*Ws exposer un principe K<^i)['ral (jui, combim^ nvec iVqiintion des 

"ICMes virtuelles, conduit diins tous les cns à des rqu niions en nombre 

[^Disant. 

Considi^rons un système quelconi[uc lie points matériels, sollicite par 

ToFces qnelconfities et se mouvant sous J'influence de ces forces et des 

idttiuns auxquelles il esl assiijeUi. Soient M un point du système, Q In 

'c conservée de ce point (ISS), Qi une force é^ale et directement 

opposée à Q. )i est clnir que nous ne ebangerona rien, ni nu mouvement 

Ju sysièroe, ni mix réactions que ces points exercent les uns sur les autres, 

on Appliquant no point M les fori-es Q et Qi, puisqu'elles se font immé- 

(iinlcment équilibre sur ce point, et en opérant de Is même manière sur 

uires points qui composent le sj'slémc. Nous pouvons donc 

iRccvoii' que ces forces égales et contraires existent réellement en 

>quc point du système, el que celui-ci se meut sous l'action duces 

■es Q el Qi, des forces motrices P, et des rénclions provenant des 

finisons. Or, sî l'on se place à ce point de vue, on voit immédiatement que 

(.-liai|ue point M du système se mcui comme s'il était libre el soumis 

exclusivement û l'ncliim de In force Q; donc les autres forces P el Q* qui 

;isscnt sur lui sont c<|uilibrécs par les liaisons, et puisque k même 

isc n lieu pour tous points, on peut dire que 

Dans un système tjueltoHiiue de points malériels en tiwiivenient, à 
ique instant, il y a équilihre en vertu des liaisons telles qu'elles existent 
cet instant, entre les forces matrices appliquées an systhne, et les forces 

lervée» de tous les points qui te composent, prises m sens contraire. 
C'est en cela que consislc le principe de d'Alembert, dont l'ulililé con- 
cn ce qu'il ramène immédiatement In théorie du mouvement des 
mes à celle de leur équilibre, et fournit une équation générale pour 
les problèmes de dynamique. 
Wt. Supposons, en effet, que le système considéré soii un de ceux 
ixqucls le principe des vitesses virtuelles esl applicable. En veriu de ce 
Incipe, les forces Q et Qi ayant évidemment des travaux virtuels égaux 
de signes contraires, il faut qu'à chaque instnnt In somme des travaux 
Inels des forces moirices, moins In somme des travaux virtuels des 
conservées, soit nulle pour tout déplacement comjiatibte avec les 
telles qu'elles existent à cet instant. De lîi l'équation 

(I ) ^Hs cos (P, h) — IQh es (Q, gs) = o, 



le signe 1 s'iilcndant ii tous les poînls innldricls Au sj'stènie. Ou cncoi- 
I (lësigiio la masse, x, y, z les coordonndes recliin^^lcs du JwîdM 



X, Y, Z les composâmes de la force P ijiii 
de la force P aura pour expression (6S) 

XSx -4- ySy -(- Z^z, 
et celui de In i'oi-te conservée A» point M 

</*r, d'y ^ d*z , 



I- lui, le truvnît \\m 



du principe des vitesses 

d',j' 



:)j,H-(z-,„|j).=]=„ 



lVi|ii»lion ,,ii 

Telle est l'i'qiinlion {^jcnt^rale de la dynamique. Pour voir comment 
elle condnit aux èqualions diiTiIrenticlles du mouvement, admcltoiis que 
les liaisons existunl cnire les n points du système soient exprimëcs par 
des équations 

L = o, H = o, N=^o, .... 
qui renferment, en général, les 3 n coordonnées x, y, z, Xi, 
de ces points, el le lumps I. Ces équations en nombre k devnnl 
vérifiées pour ctincun des déplacements virtuels auxquels s'uppliquc ' 
réqunlion (2), les variations èx, èy, Sx, èxi, ... devront siitisfiiîrc aux 
rclaijons suivantes : 

/ ,11 , dL , dl . </L ^ 



</i- 



>if/ 



'^'^^J 



ih, 



, -H-.. ,= 0, 



^- 


d». 


rfM, 


rfM, 


+ - 


•- 


0, 


s- 




dn , 




-. 


■ = 


0. 



Dans CCS difFérentiatioiis par S, on observcrti que t doit être 
comme une constante, puisque le dt'placemenl virtuel se rapporlc uu\ 
liaisons telles qu'elles cxisleot k l'instant ( que l'on considère. 

Si. des k équations (3), un tire les videurs de k variations ix, Sy, ... 
, et qu'on les substitue dans l'équation (2), on 



I fonction dce 



devra égaler à xéro les cocflicienls de ces 311 — k vai-ialiuns resl 



puisqu 



t plus nssujcllics fi aucune condili 
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''"ii-cs. On fornioni ninsi jn — A équations ilifTiirciiUelles du second ordre, 
■l"i, joinies niix k rclnlions données !,^o, M = o, ..., sudiscnt pour 

' déicrrainntion des 3» varinbles inconnues x, y, z, x en foncUon 

'^p 1. les conet;)n[cs orbitrajpes inlroduJlcs pnr l'iiilégrulion se dèlermî- 
"<Tont toujours pur l'étal initial du syslcmc. 

Il est bon d'observer que les équations L ^o, Hc^o,.. permcltanl 
'l'i'limîner k variables et leurs dérivées secondes par rapport au temps, 
te système Ii intégrer se réduit k 3» — k équations du second ordre 
cnirc 3M — k fonctions, et que le nombre des constantes arbitraires 
■iera, en réalité, 6h — zk. D'autre part, si l'on lient compte des relations 
que ces équations L^^o, M'^o,... établissent entre les coordonnées 
cl les composantes des vitesses initiales dos points du système, on voit 

tquc le nombre de ces quantités que l'on peut se donner arbitrairement 
torcdutl précisément à 6n — aA. 
» %%9. Comme application de In méthode au mouvement d'un simple 
point, cherchons le tnoiivement d'un point M de masse m, assnjclti à 
ijlissur sans froltement sur une cotirlie qui varie à chaque instant de 
position etm^me de forme. 

Soient F (x, y, z, l) = o, F, (ï, y, s, l) = o les équations de la courbe 
vspÎBble; X, Y, 7. les composnnles de la force moiriceP appliquée au 
point M ; le système (2) et (3) donne ici 



■ (x-. 



,-),..(v_,„g).,.(.-.,.;;;i).= 






d: 



et l'élimination Tneile de ùx, lîi/, dz entre ces trois équations fournir 
entre x, y, : et f une équation du deuxième ordre qui, 
jointe aux deux équations de la courbe variable, <léter- 
ininera ces l'onclions x, y, z. 

Considérons, par exemple, un point jiesnnl M qui 
me sans rroitcment sur une droite rigide OD, tour- 

■ de la vertii'iilc OZ avec une vitesse an^çiihiirc ronstanic s 
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Appelons Tanglc constant ZOD; ^ l'angle compris entre le fA^^ ' 
mobile ZOD et sa position initiale ZOX; r la distance OM. Les équations 
de la ligne mobile OD peuvent se mettre, k cause de ^t=stùty soos 
la forme 

(ai) x = rsînOcos(«)f, y = r sinOsincûl, j: = rcos6. 

La force motrice a pour composantes X = o, Y = o, Z = fng, ^ 
réqualion (2) devient 

dt* dt* -^ dt* ^ 

Mais on a 

ix = sin 9 cos tùtir^ oy = sinO sin t^tir, iz = cos 6>}r, 

ely en observant que est constant, 

rf*x /d^r dr \ 

-T-r-=l -7-i cos «< — 26» -=-sio»l — «V cosMl 1 sioO, 
rfl« \dt* dt ) • 

d^H fd^T . dr . . \ . « 

-— = 1 -7-sio«l -*- 2«-r coseil — v'rsinQ»! |sin9, 
i/l* \rf<* d% ) 

d*z d^r . 

dVùy climinaul ks dérivées el les varialioiis de x, y, z, 

cfr 
(.5) -j^ — <»VsiQ'6 = 5 cos 6. 

Cette équatioQ linéaire du second ordre^ à coefieienis coosUnts, 
s'iutè^re ittunédiatemenl p^r les méthodes couiiies* et donne 

St Too supfwse n» ^ o : st «4 liés^ipie h vticsise iutkle ém point sur la 
driMte itt^bîle« les «ronstantes A et B ont pour vdfenr» 



r en foaeiîon du tempis^ on connail x> 5^ cet le 
est etttièreoiettt résolu. 
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nâ. Con'iittiiroiis cnL'oir un syslcnx! 
•i |)nr 1111 lil llcxibic et iacxtuiisililo, iiiobili'S rcspcc 
icmcnt sur les rùu-s Inlcrnitv AU, AC d'un libiii;! 
erticnl ABC. On iii'gltgc tous les ri'ollcmcnLs. 

n' les masses respectives; x, x' les disiiiiii 
les deux poinlsiui sonimct A ; f In longueur du fil; 
iCàhU HA, CA sur l'honzoïitiilc f)C. 
Usona glisser inrinimcnl peu le syslème mobile sur 
nuK virtuels des forces P scrunt l'cspoctivemciil 

mgix 
tnivnux vii'iuels des lui 




longueur du fil (115), les composanii's cliangccii do signe de la rordO 
cniiscrvéc, rappoKdcs imssi ii l'iiniLi' du longueur. Ces composanles sont 
(ÏTÎdcmineiil 



p éumi 1.1 dciisilù linéaire du fij uu point {x, y, z). 

Donc, en vertu des formules (2) du N° !■•, les 6qcia[ioii« du mouTC- 
nicnl d'un fi! ne\ible sonl 



I 






On doil remnrquer l" que dnns ces (équations toutes les diffifrcntîeîff* 
qui ne renferment pas dl'' en diviseur sont prises, non par rapport ai* 
temps, mais pfir rapport à a en $uppos;ini t eunsl^nl, en sorlc que ce* 
équations sont, eu ri!nlité, aux différentielles parlictlcs; 2* que ce* 
égnlili^s doivent être vérifiées en ehucnn des points du fil, mais qu'il 
Tuudrn connaître en outre les conditions auxquelles sont assujetties les 
nitcs du fil, pour que le mouvement soit cnlicrcmcnt détertnin^, 

436. Revenons nu problème (çënéral. Parmi les méthodes que l'on 
peut employer pour éliminer, entre les équations (2) cl (3), les variations 
^j;, By, Sz, ixi.... des cuordonnées, la méthode des mulliplicaleurt 
(Cours d'An,, n"!!*) présenle des avantages par tien liors. Multiplions 
les/:équiilions(3) respectivement par des facteurs à déterminer l, |;;,v,.,., 
ajoutons-les mcmbic k membre nvec l'équation (2), et f^rnupons dans 
réqunlion résultante les termes en dx, les termes en 3^, etc... Parmi 
s 3x, il/,..., il y en n k qui sont, en vertu des équations 
{3)1 dépendantes itcs autres, lesquelles restent indéterminées. Concevons 
que l'on dispose des k quantités 1, p, v,.,, de façon h faire évanouir, 
dans l'équation résultante, les coefficients des k variations Sx, 5y,... 
que l'on renarde eommc dépendantes; les eoeflicienU des autres qui restent 
arbitraires, devront s'évanouir séparément. On est donc eonduit k faaier 
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kicpo les coefficients de toutes les variations dx, dy,,., ce qui donne le 
système de 311 équations 

rf(« dx ^ dx ' 

d*y . dh dM 
d«* dy ^ dy 

(5) { r, à*z .dh dm 

^"'^di^-^^Tz-^^lI'^' 



= 0, 



= 0, 



rf*Xi ^ dL dM 
dr dxi ^dxi 



Ces 3n équations, jointes aux A; équations L=:o, M = o,... déter- 
^kent en fonction du temps les coordonnées de tous les points du 
système et les A; multiplicateurs X, fx, y.... 

L'avantage de ce procédé consiste en ce qu'il fournit, dès que les 
^(lantités X, y, z,..; X, ^ly.., sont connues en fonction de I, les efforts 
I 4*ic les liaisons produisent sur chacun des points du système. En effet, 
SI loD prend par exemple la première des équations (5), elle montre 
iinmédiatement que la force totale qui sollicite le point m parallèlement 
à OX est 

^ . dL dM 
^^^dx-*-^*?-^-' 

ti comme X est la projection sur cet axe de la force P, les autres termes 

représentent la somme des composantes suivant OX des réactions que 

ies liaisons exercent sur le point M. 
On tire aussi, du système (5), l'expression des forces qui pourraient 

remplacer l'une des liaisons données sans que rien fût changé au mouve- 
ment du système matériel. Il est clair, par exemple, que si l'on suppri- 
mait la liaison exprimée par l'équation L =3 o, rien ne serait modifié 
dans le mouvement, pourvu que l'on appliquât au point M une force 
ayant pour composantes XD«L, XDyL, XD,L; au point Mi une force ayant 
pour composantes XD^^L, XDy^L, XD.^L, etc.... On conclut de là que la force 
à introduire sur un point quelconque (x, y, z) dans le cas de la suppres- 
sion d'une liaison L, est normale à la surface représentée par l'équation 

il 
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F, = o, dans laquelle on eonsidëreratt comme seules vambics les coor- 
données (x, y, z) de ce point, tous les autres puinis du sysiciiie i^unl 
supposés fixes. 

9ST. Ce que nous venons de dire aux N'^ 999 cl 996 de la marche 
Il suivre, pour tirer de l'équalion générale de la dynamique romlin^e 
avec les équations des liaisons L ^ o, M = o,... les équations dilT^rcn- 
ticllcs (5) du mouvement d'un système, est enliéremenl npplirnblc "" 
problËme de l'équilibre. On combinerait de la même manière IVtiuaùQi* 
des vitesses virtuelles (Q3) avec les équalions exprimant les eonditlaiU 
auxquelles le système est assujetti, pour éliminer les variations JijJj,-- 
et l'un obtiendrait les équations d'ëquilibre du système aous une forrn^ 
qui ne dîlTérerait des relations (5) que par l'absence des ncuélèratio»* 1 

flVir il* 11 < 

... lesquelles sont évidemment nulles lorsque le système est e^^ 



dV 



9 pari 



le premier problème, celui iJ* 
ïulicr du second, résolu par I*' 



l'omenl d'un système, sous I^^ 
r 3*1 variables liées cotr'elle^^ 
léthode qui permet de réduir^^ 
ivslème au plus petit nonibrtf^ 



équilibre. On voit même elairenx 
l'équilibre, n'est plus ici qu'un ci 
formule générale de la dynamiqui 

998. Les équations générnles du moi 
Tormc (5), ont l'ineonvcnienl de renrern; 
par k équations. Lugrangc a donné une 
les variables dont dépend In position du 

possible. Supposons que les ^n coordonnées x, y, z, x soîcn> 

exprimées en fotiction du Uimps et tic 3» — A = r variables 71. </», .... 
fr entre lesquelles il n'existe plus aucune relation donnée a priori. eVi 
sorte que les équations de condition L = o, M = o, N ^ o, ... devien-^ 
nent identiques lorsqu'on y remplace x, y, x, xi, ... par leurs valeur» 
en f, i/,, 71, ... Il s'agit de former les équations du mouvement entre 
ces nouvelles variables. Pour cela, soient x, y, z les coordonnées d'un 
)>oinl quelconque du système, q l'une des variables q,, ij, Indi- 
quons par un accent ' des dérivées totales par rapport nu temps t, et 
multiplions respectivement les équations (5) par les dérivées particllci 
dx dy dz dxi 
d<i dq dq dq 
par 3 une somme qui s'étend h tous les points du .■système, 



puis ajoutons-les, Xoi 



I désignant 



(6) 



-c 



fdxdx' dydy' dz dz'\ 
dqlt dij 7f ~^ dtj Ht 



)-(^^v^-^) 
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cap le coefficient de l. 



/rfL rfx dldy dLdz\ 
\dx dq dy dq dz dqj 



se réduit évidemment à zéro, l'équation L=iO étant vérifiée identique- 
ment quel que soit f ; et il en est de même dos coefficients de p, y, 

Les forces motrices X^ Y, Z étant données généralement en fonction des 
coordonnées des points et du temps, deviendront, après la substitution, 
des fonctions de Çi, Çt, ... Çr, t, et le second membre de Téquation (6) 
sera une fonction connue Q de ces variables. 
Quant au premier membre de l'équation (6), il peut s'écrire 

Mais, d'une part, x étant supposé exprimé en f, qri, Çi, ..., on a 

dx dx , rfx , rfx , ..^ 

M Ton déduit, pour l'une quelconque des variables 9, 

eix' dx dp' dy dz' dz 

dq' dq dq' dq dq' dq* 
les deux dernières équations se démontrant comme la première. D'autre 
part, d'après la règle qui permet de permuter l'ordre des différen- 
liaiions, on voit facilement que 

dl\dq)~ dq ' di\dq)'^ dq ' ^ ^'" 
et le premier membre de (6) se ramène ainsi à la forme 
rf „ / ,dx' ,dy' ,dz'\ ., /.dx' ,dy' ,dz'\ 

Représentons, comme au chapitre XXV, par T l'énergie actuelle du 
système proposé. Nous aurons 

T c=. i Imv^ =: - 2m (»'* h- y'« -^ z'*), 
2 2 

et l'équation (6) prendra la forme simple 

(7) dt{d;p)-^rq-^' 



dx 
(') -— est ici une dérivée partielle. 
at 
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En remplaçant successivement dans cette équation q par fi, qt^ .••^^f) 
on aura r équations différentielles entre ces variables et t. Ce sont les 
équations de Lagrange, dans lesquelles les variables sont réduites au 
plus petit nombre. Elles prennent une forme particulièrement remar- 
quable lorsqu'il existe une fonction des forces U (f, Xy y^ Zy ....). On a 
alors, en effet, 

\ dq dq dqj \dx dq dy dq dz dqj dq 

et IVquation (7) devient 

^^^ dt\dq') dq'^ dq' 

équation qui en donne r en faisant successivement q égal à fi, Çt» ..., qr. 
1t1t9. Comme application, reprenons le problème du N<* 99S. Les 
équations (a) donnent ici x, y, z en fonction d'une seule variable r et du 
temps t ; nous avons dont 

q==ry q' ^=r^^ U = mgz =» mgr cos 6, 

x'=sinG(r'cos(«)( — a>rsina>(), y'=sin 9(r'sinû)t-4-û)r coswt), z'=r'cosO, 
et en transformant T en fonction de r, r', 

T = - m (x'* -H y'* -I- z'*) = - m (r" -*- «V sin« 0), 

résultat qu'on obtient d'ailleurs immédiatement par la composition des 
vitesses; d'où 

cTT (/T 

-— -=fMr', -;-=mwVsin* 0. 

ar ar 

L'équation (8), divisée par m, sera donc ici 

dr' 

-_ ûjV sin* 9 = 3 cos 0, 

et l'on tombe ainsi sur l'équation (P) du N"" 99S. 

£*xcrctce«. 

• . Montrer comment le théorème du mouvement du centre de gravité et le théorème 
des moments, dans le cas d'un solide libre, se déduisent de Téqualion (2). 
R. Ou appliquera les équations du N» SS. 
t. Vi^ point matériel M glisse sans frottement sur une droite qui tourne autour d'un 
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(le ses points 0, dans un plan horizontal, avec une vitesse telle que la tangente de 
Paogle décrit varie proportionnellement au temps. Déterminer le mouvement du point. 
il. Soient ap, y les coordonnées horizontales du point M, la position initiale OX de la 
droite étant pris pour axe des x; a une constante donnée. Le principe de d*Alcmhert 
donne l'équation 

— Sx H Su = o, 

di* dl* ^ ' 

et réquation de la droite mobile sera y = ato. 
filiminint Sy et y, intégrant l'équation entre x et /, on trouve successivement. 

X ss ope H — arc tg a/, y = XoOt ■+■ v^i arc tg a/, 

a . 

V» étant la vitesse initiale suivant la droite OX. La trajectoire du mobile a pour équa- 
tion , en coordonnés polaires, 

r = • 

acos 

S. Une chaîne homogène et pesante peut se mouvoir sans frottement sur un 
système BAC de deux plans inclinés et dans un plan vertical normal à leur intersection. 
Déterminer son mouvement. 

R. Conservant les notations du No 99 é, on trouve 

» -+- a/ = /, 



« = fo--^C.r-<+ '*'"'' 



sm aH-sm a 



-) tt* = - (sin a -+- sin «') 



Les constantes C, Ci se déterminent par l'étal initial. 

41. Un point matériel pesant glisse sans frottement sur un plan qui tourne avec une 
vitesse constante w autour d*un axe horizontal. Déterminer son mouvement. 

H. L'axe étant pris pour axe des x. Taxe des z positifs vertical dans le sens de la 
pesanteur, soit r la distance du mobile m à Taxe de rotation. Appliquant la méthode 
de Lagrange, on a immédiatement par la composition des vitesses 

T=-m(a'*-4-r'*-4-r*w"), V = mgr s'in ott^ 

2 

d. nix' dr' 

— — — = o, -— — w«r = flf sin w<, 
at ai 

d*oû Ton déduit 



=""©.'' 



r =z Ac**' -f. Bc-*" ^ sin w/. 



Les constantes A et B étant déterminées par les données initiales, x et r sont connus 
en fonction de /, ce qui suffit. 

S. Un Gl flexible, homogène et pesant, tourne autour d'un axe vertical AZ, auquel il 
est fixé par une de ses extrémités A, avec une vitesse angulaire constante o». En 
admettant que le fil conserve une fîgure constante, déterminer celle-ci. 
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R, On a dans les équations (4), 

X = o, Y ^ o, Z = pÇy 
et, dans Phypotiièse admise, 

dt* ' d(* • df* 

Les équations (4) se réduisent à 

df T-- j-t-/»w*axii = o, <*( T-^ j -+- /9««yd« = o, d J T— j -i-/99rf#=o. 

Soient / la longueur AB du fîl, A Torigine des arcs « ; on tire des équations précé- 
dentes, T étant nul en B et égal à Te eu A 

^àx .f' , ^dy r' ^ ^dz 

T— = p«M xds, T^=/x««\ yds, T— =p^(/-f). 



De là 



dy I a;d« — dx\ ydt = 0, y I xdf — x\ yd$ = o, 
en intégrant et observant que x, y sont nuls pour « = o. On a donc 



c/j; a; 



ce qui montre que la courbe affectée par le fil doit être plane et que le plan passe 
constamment par Taxe AZ. Prenons, dans ce plan mobile, un axe horizontal AX. Les 
deux cgaliiés 

dz ûfti' 

donneront par rélimination de T, 



( 



To — pgz — p—x' \dz = pg{l-'8)dêf 



équation que Ton pi'ut considérer comme Téquation différentielle de la courbe 
entre x et z. 

On a aussi, x, désigiiaiit Pabscisse du centre de gravité de la portion MB du fil, 

T-=p«M/-.)«., ^=— ' 

ce qui constitue une propriété de la courbe. On en déduit diverses conséquences 
géométriques assez curieuses. 
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CHAPITRE XXXII 



DES PERCUSSIONS. 



ttB. On donne le nom de percussions ou forces insianlanées à des 
forces qui agissent avec une très-grande intensité pendant un temps 
extrêmement court, impossible à évaluer pratiquement. On a cru autre- 
fois que ces forces imprimaient aux corps des vitesses finies pendant un 
temps rigoureusement nul, ce qui est impossible, et de là le nom de 
forces instantanées. Les cbocs, les explosions développent des forces 
appartenant à cette catégorie. 

Les formules et les principes de la mécanique générale sont d'ailleurs 
parfaitement applicables à ces forces comme à toutes les autres; seule- 
ment^ Il raison de l'impossibilité où Ton est d*estimer la durée d'une 
percussion ainsi que les variations de grandeur et de direction, pendant 
cette durée, des accélérations qu'elle communique aux points matériels^ 
on est convenu d'introduire dans les questions où les percussions inter- 
viennent, non la mesure de leurs intensités, mais seulement leur eiïct 
total et définitif^ comme il suit: 

Soient X, Y, Z les composantes rectingulaires d'une force P appliquée 
à un point de masse m, r la durée de son action ; on appelle composantes 
de Viinpulsion totale de la force P les quantités 

^ Xdt, f ^ Yrf^ (^ Zdt. 

Si le point m était libre et d'abord en repos, les équations (i) du 
N" 1S9, multipliées par dt et intégrées entre o et r, nous donneraient 

(i) I Xrff = Mi«?,, l Ydt==mVy, I Z4t = mv,y 

Vm, v^> Vt désignant les composantes de la vitesse acquise au bout du 
temps T. Ainsi, Vimpulsion totale d'une force P est représentée, en gran- 
deur et en direction, par la quantité de mouvement qu'elle imprimerait 
à un point matériel libre et en repos. 

Cela posé, dans les calculs relatifs aux percussions, nous ferons figurer 
nu lieu de ces forces ellcs-mcmes, leurs impulsions totales pendant la 
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durée Irès-courte r de leur action, et ce sont ces impulsions que, poa 
abréger, nous désignerons sous le nom de percussions, en évitant avec 
soin de confondre cette manière de représenter leur effet total avec la 
mesure de leur intensité proprement dite. 

9S1. Transformons les théorèmes du mouvement du centre de 
gravité et des moments sous ce nouveau point de vue. Supposons pour 
simplifier, qu'un système matériel soit en repos à Tépoque |=so où 
des percussions viennent agir sur lui, et soit r la durée totale de leur 
action. L équation entre les forces extérieures et les forces conservées 
projetées sur un même axe (l€6), 

multipliée par dt et intégrée entre o et r, donne 

d*où, en désignant par Wr, t?,, tir, les composantes de l'impulsion totale 
de la force extérieure P, et raisonnant de même pour les axes OY, OZ, 
on tire les équations 

(2) ZmVx = ioT,, ^tiir^= ^m^y 2mv, •= 2w,. 

De même^ l'équation entre la somme des moments des forces exté- 
rieures et celle des forces conservées par rapport à l'axe OX (t7#), savoir 

jj 2wi {ijvs — zvy) = 2 (yZ — s Y), 
multipliée par dt et intégrée de f = o à f =^ r, donne 

Jm (yr. - zv,) = 1 (' (yZ - c Y) dt, 

I7y, 17, se rapportant ici à ( = r. Mais la durée r de l'action des forces 
instantanées étant insensible, on admet que les points du système ne se 
déplacent pas d*une manière appréciable pendant ce temps, et l'on 
considère x, ly, z comme constants dans l'iht^rale au second membre. 
On a ainsi 

(^(.yZ — 2Y)rfl = y( Zrfl — «rYrfl = yt,r,-zw„ 

Jo ;o Jo 
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cl^O substituant, puis opérant de même sur les autres nxcs, 

ilm {yv, — zvy) = 1 {ym, — zm^), 
2m {zVr — XV,) = 2 (zvT, — xm»), 
Im {xVy — yVs) = 2 {xviy — y m,) . 

On n^ligera, dans les équations (2) et (3), rcffet des forces extérieures 
ordinaires^ leurs impulsions totales pendant le temps r étant tout à fait 
insensibles ; ces équations donneront alors les théorèmes suivants : 

Quand un système matériel en repos est soumis brusquement à l'action 
de percussions quelconques , i"" la somme des quantités de mouvement 
communiquées à tous les points, en projection sur un axe quelconque, 
est égale d la somm£ des percussions extérieures en projection sur le 
même axe; 2'* la somme des moments des quantités de mouvement 
commuttiquées à tous les points, par rapport à un axe quelconque , est 
égale à la somme des moments des percussions extérieures par rapport 
au même axe. 

939. Appliquons ces formules à un solide fixé par deux points et 0', 
en repos, et frappé par une percussion, pour déterminer la vitesse 
angulaire cù qui lui est communiquée autour de Taxe 00', les percus- 
sions sur les appuis et 0', et les conditions pour que ces percussions 
soient nulles. 

Prenons 00' pour axe des z positifs, Torigine en 0; soient a, |3, y les 
coordonnées du point M auquel est appliquée la force instantanée P ; 
iffgj Wyy Tjji les composantes de l'impulsion totale de cette force; U, V, W 
les composantes de la percussion totale sur le point 0; U', V, W sur le 
point 0'; a = 00'. Observant que les réactions des appuis sont égales et 
contraires aux efforts qu'ils éprouvent, et que Ton a pour tout point du 
solide Vs = — w^, v^ =>. wx, v, =■ o, on tire des équations (2) 

— w2iwy = w, — U — U', wlwix = wy — V — V, o == w, — W — W, 

ou, M étant la masse du solide, Xi, t^i les coordonnées de son centre 

de gravité, 

(4) U -+- U' =. w, -♦- Mwy«, V-t- V'«iry — M«xi, W -4- W = w.. 

De même, les équations (3) conduisent aux relations 

/ aV'= — Prar, -♦- vtiTy —cùlmxzy aU' = vbtx — aw- -*- wiwi»/z, 
( w2m (x' -k- y') = amy — (Srar,. 

Cette dernière formule donne la vitesse angulaire imprimée au solide; 




c'esi-A-ilire nu momeut de la pereuitton par rapport à Vase fixe, divité 
par te moment d'inertie du solide relatif à cet axe. Les autres équatioDs 
{4] cl (5) délcrmiiicDt L', l", V, V, W -t- W, au les percussions toUlcs 
(.'prouvées par l'aie. 

Si l'on demande que les points d'appui n'éprouvent aucune percus- 
sion, il faut poser [I ^ o, V = o, ... etc., et les formules (4) donnent 

tir, = — Mwy., or, = Mw/i, ni, = o, 
dont la première se réduit aussi k 13. ^ o si t'nn fait passer, comme 
cela est permis, le plan \Z par le centre de gravité G du solide. Comme 
m, et CT: sont nuls, la percussion js se réduit à sa composante sr,; !■ elle 
e»l donc normale au plan passant pur l'axe et le centre de gratili du 
solide. On a ensuite 

a-a, «Mur, H 



II 



H 



Mx, 



ce que montre, d'après le X' 198, que 2" la distance à tatpielle la direc- 
tion de la pcrriiision passe de Vaxe doit Hre égale à la longueur du 
pendule composé t/ue formerait le solide, ni t'axe 00' était horizontal. 

Enfin, les équations (5) deviennent, par la substitution des résiilUU 
précédents, 

o ^ 7Ma)ri — w^jms, o ^ tù2,myz, 
d'où l'on déiltiii 

lmx{x — y) = S.mxz — yVlx,=o, Imy [z — y) = !.mi,z — yMy, = o, 
c'csi-i-dire que 3' l'axe 00' rfoil élre un axe principal d'inertie du 
solide, relativement au point A où H est eoupê par un plan mnù nor- 
malement à cet axe par la direction de la percussion a. 

Les conditions 1", S", 3* réunies sont donc nécessaires et siiflîsantcs 
pour que l'axe 00' n'éprouve aucune percussion par suilc du choc 
qu'éprouve le solide. 

Le point C où In direction de la percussion, déicrniinéc par tes eondi- ' 
lions précédentes, vient percer le plan .\2 passant par ra\e 00' et le ' 
centre de |;ravité G, se H<>jnme le centre de perensmm. On utilisnii la 
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propri<!té qui Tnit l'objel du ihi^orèmu ci-Jcssus dans le }miilule de 
Robint, dont on se scrvuil aulrcfuis pour éviiluer la vilcsse des priijcciiles 
de l'arlillcric, tniiis que les fi|iparcils électro-balisliques ont aujourd'hui 
avantsgeuseinunt rcmpbcés. 

9SS. Théorème des force» iilpes appliqué aux percusiions. — L'apjili- 
Mtion du théorème des forces vives aux percussions conduil à des résul- 
lata remarquables. A'oua examinerons en pnrliculier le cas de deux corps 
qui se roncoatrent, auimés de vitesses quelconques, d'où il résulte un 
choc, accompagné d'une percussion plus ou moins intense el d'une 
déformation di's corps qui se choquent. Ensuite, selon que ces corps sont 
plus ou moins élastiques, ils reprennent plus ou moins exactement 
leurs formes primitives, et lu variation de la Torce vive totale du système 
des deux corps di^pend de cette derniilire circonstance. 

Considérons l'ensemble des deux corps choquants comme ne Tormant 
qu'un sj'stèmc matériel, et négligeons les actions extérieures, loujoui-s 
Iris-raibles vi^-à-vis des percussions, pendant la durée t du choc, pour 
ne considérer que les réactions intérieures développées dans le système 
des deux corps par le choc. L'énergie totale du système reste con- 
■ stanlc (ISO), cl nous avons l'équation connue 



= IIu- 



■n, 



To, lia se rapportant au commencement; T, Il i la fin du choc. 

Supposons les deux corps parfailemenl élastiques. Puisqu'ils repren- 
nent exactement, le choc terminé, leurs formes primitives, les positions 
relatives des points du système redeviennent les mêmes aux époques 
lt=o, t = T, lu fonction IT reprend donc la même valeur, et II — lia 
esi nul. On a donc T = Te, c'est-à-dire que 

Lortqae deux eorpt parfaitement élastiques vieimenl d se choquer, il 
M'en résulte aucune variation dans la force vive totale du système de» 
deux corps. 

MJ. Considérons malnleuanL deux corps d'élasticité quelconque. Si, 
r un point de masse m, Vo et o désignent respcclivemcnl ses vitesses 
1 deux époques queleonques o el r, on nomme fitfsse perdue du 
1 il l'époque r la vitesse m qui, composée avec r, reproduit l'o en 
nndcur et en direction. On u donc 

lîu' ^ u' -I- u' -f 2 Ht; cos (h, r] , 




Pour transrormcr celle (^(juation, observons (|iie si X désigne In 
somme des projections sur l'axe des x de loulcs les Topccs, inU'ricurcs 
011 eMérieure-i, qui agisscnl sur le point m h un instnnt qneleonque, 
on a é\\demmenl 



d*x ,. 
m-— -= A 

di* ' 



, design! 



impulsions do ces Torces en projection 



les deux dernières dquRlions s'obtennnt comme la première. Mulliplions 

CCS équations respcclivcmcnl par v,, Vg, v„ ajoutuns-les, et Taisons la J 

somme des équntions semblables pour tous les points du système ; 

ini (u.v, ■+- u,V, +- M,ii,) = — 2(or,t', + nTjii, ■+■ w.li,), 

ce qui revionl, d'après les proprit'ltïs des rôsiilUinles, fi 

Imuv cas («, r) = — l«v eos (w, v). 

Combinons celle relation avec la Tormitle (5); il vient 



(7) 



m(^,„). 



Sans nous arrêter h diverses consi^quences remarquables que l'on peut 
déduire de celte équation (7), appliquons-la au système de deux corps 
qui se choquent, I = o répondant à l'instant où le choc commence. L» 
durée 7 étant excessivement courte, on peut admettre sans erreur 
sensible que les directions des droites qui joignent deux-^-deux les points 
du système ne varient pas sensiblement pendant ce temps, et comme 
rnclîon réciproque de deux points est dirigée suivant In droite r qui les 
joint, il on sera de m<?me des impulsions réciproques. En effet, P,, a, 
désignant In force et son impulsion totale projetées sur OX, on u 



= Peos(r, ï). 



P.</' = \ 



■s (r, x) ill = 



^'£ 



\;u. 
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et deux équations semblables pour les axes OY, OZ. ce qui démontre 
la proposition. Il suit de là, et du (liëorèmc connu sur la somme des 
travaux élémentaires de deux forces égales et directement oposées (€5), 
que Ton a 

IfmV COS (or, v) = — ^w—t 

le signe S se rapportant à tous les couples de points pris dcux~li-dcux. 
Supposons que Tépoque t^=»T corresponde k l'instant où la déformation 
des deux corps est la plus grande possible : à cet instant, la distance r 
qui sépare deux points matériels agissant Tun sur l'autre est un mini- 

«un.; ona donc*:=o. et la mên,e observation «'appliquant à tous 

dt 

les couples de points, l'équation (7) devient 

2mro* — 2mi?* = 2mti*. 

Donc, dans le choc de deux corps d'élasticité quelconque^ la perte de 
force vive qu* éprouve le système depuis l'instant où la percussion 
commence jusqu'à l'instant de la déformation maximum , est égale à la 
somme des forces vives correspondantes aux vitesses perdues de tous les 
points. 

Lorsque les corps sont totalement dénués d'élasticité, en sorte que la 
déformation persiste intégralement, il est clair que l'instant de la défor- 
mation maximum coïncide avec la fin de la période de choc, et le 
théorème précédent prend le nom de Théorème de Carnot. 

Exercices. 

1 . Deux sphères homogènes et parfaitement élastiques de masses tu, m', animées 
des vitesses de translation respectives Voy v^ suivant- la droite qui joint leurs centres, se 
choquent. Déterminer leur mouvement après le choc, et discuter le cas 1» où les 
masses sont égales ; 2® où Tun des corps est en repos. 

A. On prouve d^abord que le choc ne produira aucune rotation (tlS); puis, 
soient v^ v' les vitesses des centres après le choc, comptées positivement dans un sens 
sur la ligne des centres. Le principe du centre de gravité fournit Téquation 

mv -+■ m'v' =.mvo-+- m'w^ ; 

le théorème de la conservation de la force vive («SS) donne 

mv* -4- m'«'« = tnvl •+■ m'v^. 

Par la combinaison de ces équations on a 

(m — m') l'e -+- 2m'Vo , M —rn)v'-\- 2>/ii'o 

V :^ , t;\^ — - - . 

m -+- m' m -\- m' 
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•. Mêmes prablcmcs, ks sph^ri^s liluul clûnuiici de toul 
il. L'cquntian du centre de gravite subsiste. Le tliéor 

Vmu" ^ ^BiH.u, ou tiiu (« — «,) 4- w't 
Cumbiiinnt Ifs, dcui équslioiis, on a 



c de Caniot donne, h étant 



n(«. 



^.)(v 



"■) = 



S. Une sphère bomogèup, parfaitoin^Dt ëla.'tlique, vient frapper nne surbce fixe; on 
négligp le frotlcment. Dcmniitrer i]ue les vitessvs du eenlrc de Jo spbèm, avtul et 
après le choc, sont égales, ëgaleiuent incliDées sur lu Donnale à la surfsee, cl daoi un 
même pion avec celte normale, 

R. Combiner le tbénrème du centre de gravité et celui des forces vives. 

«■ Même problème, dans l'hypotljèsc où la vitesse du cenlre, normale à h surrace, 
? par le clioc dans le rapport de s & i, e étant un coeHicienl moindre que 



nilé. 



:ï vitesses avant cl B|)rés l 
■c le plan tangent. On i 

lgl = «tg«., «: 



ebac 



3 les angles aigua que font 



S. Une bille spbérique, pesante, d'êlaslicitc r, est lancée avec une vitesse donnée de 
grandeur et de dirrelîon au dessus d'un plan lioritonUl fixe, sur lequel elle rebondit 
plusieurs fois. Délcrminer les instants des cbocs successifs, tes poiols du plan où ils 
ont lieu, la vitesse après un choc quelconque et l'augle qu'vtle fait avec le plan. On fait 
abstraction du frotlemenl et de la rcaistince de l'air. 

It. L'origine O étant eu point de départ sur le plan, l'axe OX à l'intersection du plan 

donné et du plan vertirni dans lequel le mouvement a lieu, soient v„ a. les données 

initiales, v. et a, la vitesse et son inelinais.m sur le plan après le n<" clioe; ',, ', la 

diilancc et le temps compris entre le dépari et ce ii"' clioc; on trouvera 

Ig a. = e- Ig a., <.. = „, COS a. V^I -He« tg« a.,. 



S. Établir les formules générales qui détcrmincnl les effets du elioc de deux corps 
libres quelconqurs, animés de mouvements quelconques, dans les deux hypolbèics 
edrêmes de l'élasticité parfaite et de l'élasticilé nulle. 

A. Les eomposanlrs de la lilesse du centre de gravité de cborun des corps suivant 
ses aies prineipanx d'inertie, et les composïnles de l'axe instantané do ratatina sai*anl 
ces mêmes aies, sont donnés i l'inilsnt ou le choc camtnenee; leur» valeurs aprè* I* 
choc, et l'intensité de la percussion réciproque, sont les tretie incouuucs lia prabicmr. 
Le lliéortmo du N° ttl donne doute équations. I.F théorème de la conservation de la 
force vivi, dans le pri'niier cas, relui dr Carnot dans le trrond, fauniissenl In Iretsiènii' 
équation. 



CHAPITRE xxxrn. 



J MOUVEMENT RELATIF D UN POINT. 



' 9SS. Les cijtinlions dïlTércntiellcs du niouvcmciU d'un point ou d'un 
"sT'sIjtiK?, telles que nous les nvons iStablies; les propri^lés que nous en 
avons déduites, rcposcnl sui- les prinripes ronilamentnux énoneés nu 
chapitre IX et supposent, pnr conséqncnl, que le mouvement soil rap- 
porte à un système immobile duus l'espace : en d'autres termes, elles 
conviennent seulement au mouvement qitc nous nommons absolu (40). 
Hais dans bien des eos on a besoin de eonnaiire le mouvement apparnil 
1 rtlatif, rapporte à un système de comparaison qui se dcpinec lui- 
lémc constamment pur rapport ù celui que nous prenons comme 
mmobile dans Véaonc^. des principes fondamentaux. Par exemple, dans 
I CAS où nous avons (îtutlit' le mouvemenl d'un point oil d'un solide à 
l surface de la lerre, nous avons raisonné comme si celle-ci était en 
ttpos et traitd ce mouvement comme absolu; or, nous savons que In terre 
lède an mouvement assez compliqué par rapport au système des 
Ifliles fiKes. Il reste donc à justiHer In marche suivie et, plus gënéralc- 
InenE, Ji (établir la théorie du mouvement rapporté à un système de 
eompnrtiisnn mobile dans l'espace. 

On peut suivre deux méthodes : 1° délermiocr le miiiivcmenl absolu 
du corps par les théories connues, et passer du mouvement absolu nu 
mouvemenl relatiTpar un changement de coordonnées; mais cela peut 
devenir impraticable lorsque les forces motrices dépendent du mouvc- 
I ment relatif dn corps; 2° former directement les équations dilTéren tic lies 
1 mouvement d'un point ou d'un système de points, rapport*^ ïl un 
fsl^niG de comparaison aaiiné d'un mouvement d'ailleurs connu. C'est 
B que nous allons faire, en considérant d'abord le cas d'un simple 
Ittînl libre. 

. Reprenons les formules du chapitre VII] ; mais, toute confusion 

tint désarmais impossible, soient OX, OY, OZ les axes rectangulaires 

iobiles i>nx<iurls nous réduisons le système de comparaison. Nommons 

\ff, r les projections de l'axe instantané de rotation de ce système, à 

l'époque I, sur OX. OY, OZ; x, y, z les coordonnées relatives, wi la 
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in-issc du point mobile M; X, Y, Z les projections sur ces mêmes SM 
de In force moirice P qui diSterminc le mouvement absolu de ce poini 
Lu première équation {5} du cliBi>itrc VIII devient, par ce changement 
de nointions. 



f.=j'-j'.'- 



\1d^-'-di)- 



La force P est représentée en grandeur cl en direction par 1'» 
ration absolue j du point M, multipliée pur In masse in ; ses composantes 
X, Y, Z suivant OX, OY, OZ à un instant (luelconqnc, sont donc egnlcs 
rcsiiectivemeiil ù mj., mj,,, mj,. D'outre pari, les composâmes de i'^ 

léi-niion relnlive j' ouL pour expressions 

., d'x ., ri'y ., d*2 



Multipliant par m l'équatii 
opérant de même pour les axe 
rf'x ^ 



u ci-dessus, faisant les substîtultq 
OY, OZ, on aura 



dt' 

dt* 
dH_ 

'" dt* 



/ <!« l'A 



Les accélérations d'entraînement j", j^', j'/ du point M dépendsi 
fois du mouvement du système de comparaison et de la position actaellc 
du mobile dans ce sjstcnie : on les exprimera ftieilcmcnl, dans chaque 
cns, en fonction de x, y, s et des quantités qui définissent Je mouvement 
du système OXYZ. Les équations (i) sont donc les équations dilTcrcoticlln 
du mouvement relatif d'un point libre. 

La force qui pour composantes — 'nj'.', — i»j',', — wiji' s'ap 
réaction d'enlrainemcnt; celle dont les composantes sont 

est In force cenlrifut/e romposèt : on sait que sa direction, h chnqufi 
instaril, est perpendieulairc à celle de la vitesse relative i 
équations (1} renferment le théorème suivant : Lv mouvement | 
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d'un point matériel libre, par rapport à un sj/sième de comparaison 
inéiU, peut ftre traité comme un moiireiiimt absolu et donne lien aux 
inrmn propriétés, pourvu que l'on joigne d la force motrice P, dann les 
fomuteg et les énoncés, deux forces fiilives, savoir .- la réaction d'enlrai- 
iifntnt, et la force centrifuge composée. 

Si le poini M n'est pas libre, mais nssiijctlî à sc mouvoir sur une 
«urfnce ou sur iine courbe (sans rrottcmenl], on sail que ce cns se rnmènc 
911 prëcédcRt. On ajoutcrn aux composnnles X, Y, Z de la Torce moirice 
suÏTtini let fixes mobiles, les composâmes respeclivcs de In réoclion 
Dormalc de la surface ou de la courbe, ce ({ui introduira de nouvelles 
inconnues; mais les éiguations de la surfiice ou de la courbe, que l'on 
supposi^ exprimées en coordonnées par rapport à 0\, OY, OZ, four- 
niront de nouvelles relations, en nombre sufTisanl, entre les l'nnclions 
cherchée» x, y, 2. 

tJT. Appliquons ce qui pit^cèdc, en (;énériil, nu mouvement apparent 
<l'iin puinl matériel à la surface de la terre. Celle-ci possède un muuve- 
mcntde translation dans l'espace, mais un peut en foire abstraction. En 
'ITei, ce mouvement est dû h l'action du soleil et des | 
plinèics, action qui est très-sensiblement la même en I 
{{''Andcur et en direction sur Ions les points du (ilobe 
terrestre : la réaction d'entraînement, que l'on devrait 
"Ppliquer au point M, sera donc détruite par l'action 
m^ine que ces astres exerce sur ce point. Il suflit 
iiinsi de considérer la terre comme tournant autour | 
ilcsanaxc/ûo NS, de l'ouest k l'est, avec une vitesse anjtulairc constante u 
qtii lui l'ait décrire un tour entier en un jour sidéral, ou S6164 secondes. 




u est done une très-petite quantité, et ses composantes p, q, r suivant 
OX, OY, OZ sont également très-peliles. Il en résulte que, st l'on ne sup- 
pose pas la vitesse relative 0' très-grande, les forces centrifuges composées 
pourront être négligées dans les équations (i), et l'on n'aura h joindre Ji 
la force moirice P que la réaction d'entraînement — mj". 

Or, d'après ce qu'on sait (SS, 2°) de l'accélération d'un point qui 
décrit un cercle d'un mouvement uniforme, si r désigne la distance du 
point mobile & l'axe terrestre, cette réaction d'entraînement se réduit ici 





Il In r»rce ci-iitiiriijjc mu'r iliiu nu moiivciiicnl ilc mliition iiiitiinr ilc Vn\c 
Icrrcsirc ; elle csl dii-iguc suivnnt le proloiigctncnl MF du rnynn r. Sa 
valciii- est nussi Loujourâ asscï liiible, cm- il rf;<]ittiicur, où elle est 
mnximuni et oii r = 6,378,000, on a seulement 

w'c =0,034. 

Si Honc nous voulons delcrmincr il'abonl le mouvement appnrcnl d'un 
pnfnl libre, soumis uniquement h rntlraclîon de In masse terrestre, nous 
devrons joindre h cetle nltrneiîon lu foi-ee rentririige corirspondnnic k 1» 
position aeluelle du piiint mobile dans la roEalîon niilour de l'axe NS. 
Or, c'esl ppi^cisément celle résultante de l'atlrnclion et de la force ccn- 
triTuge que nous appelons la pesanUtir : r'est la Torce égale cl eonlraire 
h eeltc qu'il raudr.-iit appliquer au point M, suppose en repos apparent, 
pour qu'il restai en équilibre (fil !i plomb). Ainsi In direction de la vorli- 
eale n'est pas celle de l'atlraelion que la I erre exerce sur le point M, 
mais de l'atlraelion composée avec In force eenlrifugv; et c'o"*! i»«r 
celte raison qu'elle est normale 11 la surface des eaux tranquilles. Il 
suil de Ih que, dans les problèmes où nous avons ctndi<i le mouvement 
des corps pesants ii la surface do la terre, nous avons implicitement tenu 
compte de la rotation icrreslrc en substitu 
du ^lobe : nus résultats sont donc jusiillcs. 

Supposons maintenant qu'il s'ajfisse d'un point so 
diverses forces. Comme l'aUracliiin de la terre, qui s' 
corps à sa surface, sera toujours l'une de ces forces, 
raisonnement que ci-dessus, et l'on en conclura cem 
Dan» l'ètudr du mouvement relatif d'un point inatérirl 



t la pesanteur à l'atlruction 

is h rsclioii de 
ree sur tous les 
fera le mémo 
tulc gén(.'rale : 
i la xufface rfe 
la terre, soui l'influence de forcée et de liaisons ifut^lfoni/uei, on peut 
avec une approximation suçante (sauf le cas de grandes vîtc-'^cK) rai- 
gonner comme si la terre était en repos et appliquer ha équation» du 
mouvement absolu, pourvu i/ue l'on remplace t'allraetion terrestre par 
la pesanteur. 

SSft. Lorsque la vitesse relative est très-grande, ou lorsque la force 
centrifuge composée agit dnns le même sens pendant un tem[>s nsseï 
long, ses effets peuvent devenir f.cnsiblcs, et it csi néecssairt; d'étublir 
les équations du mouvcmciil relatif d'un point ii In surface de la terre 
en en tenant compte. 

Soit l'origine. Iii;c par rapport ,u, globe, n prijc dans l'Iiéinisplii-rc 



I 
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tinmil; 07. iliri^jc snivanl In vcrlicnlc du puint 0, duns le sens de 1» 

(iwiritpiir; OX hutûonlal diins le pinn mépidieii, vers le suri ; OY Iiori- 

l'inlnl, pcrp«9ndicul:iirc lui pliin rnifririîcn vers l'csl; i 

soit XOS lii parnllùle menée par à l'iixc de rotation 

ilfi lu Icrrc, et eotnine la rolntion a lieu de l'ouest fi 

l'rsl, O.S sera, siiîvnnt nos conventions, In direction 

jiropre de l'tixc de rolntiou. Soit enlin \ In latitude 

lia point O, oit le complément de l'angle ZOS qu( 

fait l'nxc lerrosire nvcc In vcrlicnlc de ce point. 




;i = w cos /, 



1=0 



= M^in).. 



Le point mobile clant .supposi' ne jnmnis s'écarter benucoiip de 
toriginc O, il sern permis ilc rejçarder In pcsnulcur comme eonsUnte 
d'intensité et pnrallèlc à OZ rians toute l'étendue de bi trajectoire. On 
Tcra donc, dnns les équations (i), 



-«'J. 



- »'J, 



Z- 



w. 



"'"!/' 



I 



ùif^itii 



di* 



dt 



= 3- 



L'origine O étant placée à In position initiale du mobile, x, y, x sont 
nuls pour ( = o; soient a, 6, c les composantes de In vitesse relativ 
iniliiilc. On a, par une pretnière intégration, 







I- 26> [x sin > - 
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Eliminant dy entre la première et la troisième équation (2), intégrant 
et posant acos> -4- csinX = Ci, on a ensuite 

dx dz 

-T-cos> -*- -r sin> = o(sin> -4- fi, 

dt dt ^ 

et en intégrant de nouveau 

al* ^ 
fj.) xcosX -♦- ssinX=^— sinA -♦- Cil. 

2 

Si dans la deuxième équation (2), on met pour d!x et d!z leurs valeurs 
tirées des cH]uations (3), il vient, après des réductions faciles, 

^ -+- 4««y = 2(ù (9! cosX — oi), 

a% désignant la quantité a sin À — c cosX. 

L*intégrale de cette équation s'obtient immédiatement (CoriSD*Aif. 346), 
et Ton a 

O COS À Oi 

v== Aco$2a>l -♦- Bsin2«»l -t-^ f ; 

2U 2» 

dy 
les ooastantes A, B, détermmées par les valeurs initiales jf = o, -^ = 6, 

sont respectivement 

Oi 




l\>ur abréger, nous les représenterons par G sin s, G cas a, G et a étjni 
faciles à évaluer, et nous aurons 

Q C0$ À 

(5, ywr=z^ 1 — G sin 2 -«- G sin (2«l -v a), 

-5^=^ H 2MGcos(24il -♦•«); 



celte dernière valeur^ sobslîliiée dans la deuiraie dks équations (3), 
donne 

4 a cois À 
X sin A — r COS A = ^ — G cos (24il -4- a». 

ou 

[6^ xsini — ^coKS^Àx^Gca^ji — G ciw (2W -4- aK 

%89. Les équatiiMis (4'. 15^ ^6 donneul b s^hilmi do problèo^; 
elles conduisent à des cossé^nettce^ toH curienses i|«e notts n^iodiqaerons 



— 341 — 

pis ici, nous bornant à examiner le cas où, la vitesse initiale étant nulle^ 
on néglige en outre dans les résultats ci-dessus les termes de Tordre du 
carré de la vitesse angulaire co. On fait donc 

n ^ L J» ^ ^ . ^ QcosX 

a=:o, o^o, c=o, dou ai = o, Ci=o, Gsina = o, Gcosa= — ^ — r-> 

d*où enfin 

flf cos > 

4CO* 

Substituant dans les équations (4)^ (5), (6), développant i — cos 20it, 
un 2(ùt suivant les puissances ascendantes de 2Ci)(, et négligeant après la 
substitution les termes qui renferment (ù* en facteur^ on obtient les 
résultats suivants : 

"i . -k 5^'* . ^ awcosX , . . . CfC , 

a;cosA-f-zsin/r=^— sm/, y=^ 1', xsinA — zcosA= — ^^cosA, 

2 ^ S 2 ' 

d*où enfin 

Qw cos > , ql* 

3 2 

Ces équations montrent que si Von abandonne un point matériel, sans 
vitesse initiale, à raction de la pesanteur, le mobile restera dans un plan 
normal à la ligne méridienne, en déviant de la verticale vers l'est d'une 
petite quantité; sa projection sur la verticale aura le même mouvement 
que si l'on ne tenait pas compte de la rotation de la terre, 

La trajectoire du mobile dans le plan vertical YZ a pour équation 

s 
2*«C0S> s 

y= 1— ^*' 

elle louche la verticale au point de départ. Cette expression de y permet 
de calculer la déviation correspondante à une hauteur de chute donnée. 
Dans l'expérience faite par M. Rcich h l'un des puits de mine de Frciberg^ 
on avait > = 39«, jr = i58"50, d'où Ton tire y = 0^0276. L'expé- 
rience a donné y = o"o283. 

Si l'on voulait conserver les termes de l'ordre de o)', les équations 
(4)> (5)' (^) ^^ donneraient pas des résultats plus exacts, parce qu'il 
faudrait aussi tenir compte des variations que la pesanteur éprouve en 
direction et en intensité^ et d'autres quantités de même ordre que co'. 
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940. Dèciation du pendule libre. — Conimc cleuxicniu e&empic, 
|>ro posons-nous dVludicr le mouvement apparent du pcndulL- h tin seul 
fil, ou, ce (jui rcvienl an m^mc, le mouvement d'un point jicsant M sur 
une surfACc spliérique de rayon l, invariablement lit'c h la terre. Soit N 
la tension du fil ou la ri'nclion normale de la surfaec sphi^riquc, rnp- 
portt^e a l'unité de masse du mobile. 

Le point mobile n'étant soumis qu'à t'aciion de la pesanlcur et de 1b 
tension N, il nous suRira, d'iipiès la ri-marqne faite k la fin du N* »■•, 
d'ajouter aux composuntes de ta pesanteur, duns les équations (z), 
les composantes de la rénetion du fil. I.'iirifçine O étant nu point de 
suspension du lil, les directions des axes UX, OY, 07. clioiîîcs comme 
précédemment, les composuntes de la K'aclion du fil sont 



( 



( 



( 



l'ii 



1 iliiiis les ['ijUJjlJDns (a) et |iosnril pour nbrrgrr 1 



-at^H-iïf 







jfiintes à la relation x* •*■ t/* •*• s* •= /', déicmiineiitl 
j-, y, z, N en fonction du temps et font cunnatlrt! lo I 
mouvement iipparcnt du pcudule. Nous nous borne-' 
1 on^ ici au cas oj, supposant les oscillations tn's-pcti tes I 
iiu le pendule s'écartaut toujours très-peu de la vcrii- I 
tiilc, on regindc les rapports x : l, y : l comme d 
i|Uanlilés du premier ordre dont on néglige les carrt 
iiinsi que les produits par k, k' qui sont de l'urdrfl I 



dans cet 



appro 



=(-^g^. 
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et par consëqueiil dz = Of d*z=o. La troisième équalion (7) donne alors 

^ lit 

d'où 

/ ■" / idt'^ i' i" r 

Substituons clans les relations (7) ; il viendra 

Ces ëquations suffisent pour déterminer le mouvement de la projection M' 
du point M sur le plan XY. Pour les intégrer, nous poserons giless h*^ 
nous multiplierons la seconde équation par t = ^ — i^ et ajoutant nous 
aurons 

'^' ^' t ^'^ -*- 2H^i^l^ 1- h* (X -^ y,) ^ o. 

On vériGe cette équation par une expression de la forme 

si r satisfait à Téquation 

r* -♦- 2ir — A* ^ o, d*où r = — fc dr j/ft' -♦- k* =1 -^ kdz h, 

k* étant de l'ordre de co*. On a donc 

X -f- y» = C|C-'*+*'" H- C,e-t*-*'*S 

les constantes Ci, Ca étant déterminées par les données initiales. Suppo- 
sons que In vitesse initiale soit nulle; de plus^ posons 

xo -♦- ijoi = p«e '^•S 
p« et ^o étant des constantes connues. On trouve sans peine 



d'où ciiliii 



ou 



Cl -^ C, = poC '*'o', C, — C, = — T ppe '''•S 



y i =. P-^î— 7 [(h — fc) e-*' -^ (h -^ *) e *'' J, 

2/v 



X ^- yi = ^c «K-*"»(A cos /*( -^ ki sin /«(). 



D'après ccla^ si nous posons encore 

a=^o—kty x'=^Acos/i<, y'=^ksinhtj 

il viendra 

X -^ t/i == e«' (x' H- .y'«), 

d'où 

(g) x = x'cosa — y'sina, y == x' sin a -♦- y' cos a. 

Ces équations (9) montrent que x% y' sont les coordonnées du point 
M' par rapport à un système d*axes rectangulaires X'OY' faisant avec le 
système primitif XOY un angle a dans le sens de OX vers OY; et à 
lause de a<=s^o — kty on voit i^ que ce système X'OY' tourne autour 
de la verticale OZ avec une vitesse angulaire constante — ib = — (*) sin^, 
donc, dans le sens de OY vers OX, c'est-à-dire en allant de Vest vers le 
sud; â*' que pour { =>= o, a = i{;o> donc la position initiale de OX' coïncide 
avec la projection du pendule sur le plan XY à l'instant t^=o. 

Les valeurs de x', y' en fonction de t déterminent le mouvement de In 
projection M' par rapport à ce deuxième système de comparaison X'OY'. 
Ce mouvement est périodique, la durée de la période étant 



T = -j- = 2r 

h 



V'r 



elle est donc précisément la même que celle de l'oscillation complète du 
pendule simple de longueur / dans le plan vertical (IM). L'équa- 
tion de la trajectoire relative du point M' par rapport à X'OY' s'obtient 
par l'élimination de t entre les valeurs de x', iy'; on trouve 

h^ k*~l^' 

C'est une clli|isc dont les demi-axes, dirigés suivant OX', OY', sont 
respectivement égaux k po, pok : h. Le second axe est très-petit par rap- 
port au premier, à cause de la petitesse du rapport k : A. On conclut de 
là que dafis le mouvement apparent du pendule libre à la surface de la 
terre, la projection horizontale du point pesant décrit ufie ellipse mobile 
très-allongée, dont le grand axe OX' tourne autour de ta verticale 
du point de suspension, en allant df l'est vers le sud, avec une vitesse 
angulaire constante, égale à celle de la rotation ten-estre multipliée par 
le sinus de la latitude du lieu d'observation. 
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L'ellipse que décrit le poiat M' étant très-allûngéc dans le sens de Taxe 
OX', ce point ne semble guère s'écarter de Taxe, et le pendule paraît 
décrire un plan mobile, qui tourne autour de la verticale avec la 
vitesse angulaire &> sin >. C'est ce phénomène de la déviation du plan 
d'oscilladon du pendule libre que L. Foucault a mis en évidence au 
Panthéon de Paris. On avait alors 

> = 48-58'; /=64'». 

La durée d*une rotation complète du plan d'oscillation, calculée 
d'après ces données, était de 41H7", ce que l'expérience a confirmé. 

Exercices. 

t. Mouvement apparent à la surfucc de la terre d*ua point pesant assujetti à se 
mouvoir sur un plan horizontal. Sa trajectoire. 

B. L*origiue étant au point de départ, les axes mobiles comme au JN» tS9; 
A| b les composantes de la vitesse initiale. Les équations donnent 

dx* dy* 
--TX "♦""j^ = «* + 6*1 (»* -+- y*) w sin / -4- ay — tx = o. 



La vitesse est constante *, la trajectoire est un cerclç dont le rayon est V^a*-i-6* : 2w sin >. 
A la latitude de Paris, la vitesse initiale étant i, le rayon du cercle est 9i32>n. 

t. Déduire, des équations du N<* tS9, les propriétés suivantes du mouvement d*un 
point libre à la surface de la terre : l» La vitesse initiale étant verticale de bas en haut, 
la hauteur d*ascension h est la même que si la terre était immobile ; la déviation de la 
Verticale est vers Touest, et quadruple de ce qu^elle serait pour une hauteur de 
chute A sans vitesse initiale; 2* La vitesse initiale Vo étant perpendiculaire au plan du 
inéridien, et faisant un angle a avec Thorizoutale vers l'est, le mobile dévie vers le 
Qord si a est aigu, vers le sud si a est obtus. 

t. Apph'quer la théorie du mouvement relatif au problème du N» ttS, et aux 
exercices 2 et 4 du chapitre XXXI. 

4. Un cercle tourne avec une vitesse angulaire constante w autour de son diamètre 
vertical qui est fixe. Trouver le mouvement d%iu point matériel pesant M assujetti à 
rester sur ce cercle; déterminer la position d'équilibre relatif du point. 

il. Soient a le rayon du cercle, 9 Tangle compris entre le oiamètre vertical et le rayon 
mené du centre du cercle au point mobile M. En projel4int, sur la tangente au cercle 
en Al, la force motrice et les accélérations relative, d'entraînement, etc., on obtient 
immédiatement Téquation 

^*^i 9 • . 
-—T = W siQ cos sin 0. 
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ir lu |>oiitiun d'ilquilibrc reUlir, 



Uni' |irrmiiVc iiik-grutioi] lii' IVifiiuliou ct-dcMUS doune U rdaltan 

iju'uti tire aussi du ihcorcme dp la forte vive dans le mouvcmciil rrlatif. Ucsigaanti ■ 
|)ar 0, la valeur Je 6 pour laquelle la vitesse du point devient nulle, g 

— = ^'(cos(l-cose.)^__(e» 

Si l'on luppose St>Oi. on a loujours 6<Gi; le DiobJlc deircnd iurîoc«rcI«, atteint 
u vitesse iiigutalrr iTniximum <■ (cm f), — cos 0,) pour = Qi, «'arrête lorsque ' 
illeiiit la lali'ur 0' lelli? ijite l'os 0' ^ zcos Q, — cos Gi ; puii repart eu sens coiilratre, 
cl (iscillt? alusi di' pari i-l d'auli-c de la position ^ S,. 



CHAPITRE XXXIT. 



DU MOUVEMENT RELATIF D'UN àVSTÊi 

%4I. Le iiroM^mc du mouvement rclalir d'un sysicuic malèriet 
rap[iorl<! k un système iIg rompHraisori mobile se ramène au\ rormiilGS 
du mouvement absolu par le ilit'orême ûionee ^ la fin du N> 999. 
Ainsi, l'on voit sans peine que le ibêurvme du mouvement du centre 
lie ftravilc, le (liOorcmc des moments et les (équations (3), (5), (7) du 
eliapîirc XXIV qui expriment ces propriétés (çénérales du mouvement, 
subsistent eompléietncnt si Ton introduit dans les énoncés, su lieu des 
muuvcmcuis absolus, les mouvements rapportés au i^j'stêmc des axes 
mobiles, pourvu ([uc l'on joi{;oc en cbaquc itoîut, hux forces exté- 
rieures (|iii le sollicitent, sa réaction d'en irai nemenl cl sa force ccnlrifagc 
composée. Ln même ebosc u lien pour U formule générale lîrëe du 
principe de d'Aleinbcrt, les équations des liaisons clanl suppmiors 
exprimées en cuurdiinnécs rcialivnç. 

Le méuic rji^tiDiicmcul est applicable au\ ibéorémcs des forets »he» 



cl lie IVnergîe, avec ces i'ciii]ir(|ucs impoi'ltinlcs : 1" Le travail «les forces 
inlcrieurcs, ikTmi |iiir lu viirùiUon de la ronciin» H (17M} qui dépcDd 
seulement des distances entre les points, a In mihne expivssiun cl lu 
incnte valciti- dans le mouvemenl absolu el dans le muuvcnicnl reliiUr-, 
^ Ln force ecntrifuge eompostio d'un point étant conslumnicnl norninle 
Il direction ilc la vitesse relative de ce point, son travail pendant nu 
ups quelconque, dans Je uiouvcmeiit relaiif, est égal à zéro. On ne 
eadro donc pas compte de cette luree dans l'cquation dit travail. 
I Sans développer comme runsi^qticnccs de ces principes les formules 
tllytiqucs du mouvcmenl relatif, nous allons simpleitieiit en présenter 
leui applications remurquubles. 

S49. force vice d'un ai/nlème animé de mouvements vibratoires. — On 
» souvent à appli(|uer le llicorèinc des forces vives à des corps solides 
ilont tous les points soni, ou peuvent être animés de mouvements AÏbra- 
toircâ cxirèmcment petits autour de ccriaiiics |H)silions moyennes, indé- 
[Kiidamnicnt du mouvement d'ensemble dont le corps est animé sous 
I des forces CNlérieurcs, comprenant les réHctiuns des obstacles 
is qui gênent le mouvement du corps. Ces vibrations, le plus souvent 
nisissables k nos sens, dnivcnl cependant représenter une force vive 
»>nsidérnLle, et si l'on applique le iliéor^me des forces vives au 
e siins en tenir coinjite, on néglige une quantité Aani il est néces- 
d'cvaluer l'importance. 

itir ccl», rapportons les petits mouvements des ]ioinls matériels du 

8 b un svsicmo de comparaison invariable, qui ne sera autre cbose que 

mlidt furoié des positions moi/ennea de ces points. Soient, h un inslaut 

lu vitesse totale d'un point wi, v' sa vitesse relative, duc Ji 

Bvibration autour de la position moyenne; f"sa vitesse d'entroincmenl, 

ini du solide moyen. Comme le point m est supposé 

Mrter toujours exccssivemcnl peu de sn position luoycnnc, on peut 

is cprcup sensible regarder v" comme égal à la vitesse de la position 

lyciine du point m. Lu vitesse v éUnl la résultante de v', v", on a 



' = r ' + c ' + 20 t; 



'•"). 



«(■•,,."). 
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D nuire part, le théorème des forces vives appliqué au mouvement 
absolu nous donne 

dT = 2Fet; cos (F,, v) dt — dll, 

l\y n ayant les mêmes significations qu'au chapitre XXV. Ce même 
théorème, applique au mouvement relatif, nous donne, eu égard aux 
remarques ci-dessus (941)^ 

rfT' = 2F, î/ cos (F., r') rf( — dll — Icpr'cos (9, v') di, 

9 désignant la force d'entraînement du point m. Soustrayant membre à 
membre, ayant égard à Téqualion (i) différentiée^ et observant que l'on a 

i?cos (Fe, v) — v'cos (F„ v') = v"cos (F„ V")y 

puisque V est la résultante de v' et de i/', on prouve 

rfT"-*- d. 2mi?'r"cos (i?', t?") = 2F. r" cos (F., v") dt -^ 2(pt/cos (<p, v') dt. 

Or, en projection sur trois axes fixes OX, OY, OZ, on a 



d'où 



rfi?'' dv'' dv'J 






md(i?>;'-+- ...)_m(v;'rfi?; -♦- ...) = </.mt;'t;"cos(i;', t?")— ni(i/'di?;H ), 

Substituant dans Téquation ci*dessus, on aura 

dT" = lh\ i?" cos (F., r") dt — Im {v'J rfi?; -+- 1?;' rfr; -♦- v^' rfi/). 

D'où enfin, intégrant et désignant par S'' le travail d'une force dans 
le mouvement d'entraînement, par H une constante, on a 

(2) - 2m r"* = 2S"F. — Im f (i? '' dv', h- r '' rf< -+- r'' di?;) -+- H. 

Lorsqu'on applique l'équation des forces vives au corps solide sans se 
préoccuper des petites vibrations de ses points matériels, on ne fait, en 
somme, qu'écrire l'équation 

(3) -2my"* = 25"FeH-H. 

2 



Kl'" 
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L'erreur commise ^uns ccUc siibslidilion est dune mcsiircc p^ir le icrme 

— Smjiu;' rf»; + !>;' (/«; + v',- dv[). 

Cnmmp 1» vitesse r' vnrie gén «.'raie me rit benticoup plus mpidcmcnt 
rpic ir", et se rapporte k un mouvement périodie/ue lel que, dans un 
Irfs-court intervalle de temps pendant lequel v" peut être supposé 
eonstiint de grandeur et de direction, In vitesse v' passe pur des valeurs 
detix-Ii-deux égales, parallèles et de sens eontniire, on n sensiblement 
pour chacune de ces périodes 

J(ri' Ju; + v'/di"^ ■*■ v^'ili-l) - o, 
el l'on voit qu'alors l'cquiition (2) pcul, sans inionviïnicnl, èlrc rem- 
placée par IVqualion (3). 

f 4S. .Vouvement relatif du gyroscope à la surface de lu terre. — 

Éludions maintenant le mouvement rclntir, ;i la surface de la terre, d'un 

solide de révolution fixé par son centre de gravité et animé d'une vitesse 

rotation très-grande autour de son a\c de Ggnre. Soit OXYZ un 

lêinc d'ases fiscs par rapport h la terre, l'origine dlanl au point fixe 
tore; OÇ l'axe de figiirn, 9 l'angle ijue Tait OÇ avec l'axe fixe OZ; 
OS, O)] deux autres axes perpendiculaires A OÇ 
ot liés nu solide; p, q. r les composnntes de la 
rolalion relative suivant les «xes mobiles 0^, 
Oi], OZ; pi, i/i, Ti les composantes, suivant le; 
mémos axes, de la rotation du système df 

(iratson OXYZ; m In vitesse angulaire de 
ilion terrestre; (j l'angle ÇON de l'axe du 
ivcc la parallèle ON k l'nxe borénl menée piir le point U. (vnlin, 
sont les moments d'inertie du solide par rapport à OÇ cl ù une 
ndiculaire n 0^ passant par le point O. 
nonvcmcnt absolu du loi-e autour de son centre de gravité est dû 
niction terrestre et k la réaction du point d'appui (917)- Or, les 
centrifuges dues h la rotation de In terre étant sensiblement égales 
■alléles pour tous les points du corps, donnent une résultante 
it par son centre de gravité 0; et comme la pesanteur, résultante 
de l'nltraction cl de In force ccntrinige, se réduit aussi ii une foi-cc 

Cr le point 0, il est cloir que la résultante des attractions 
assc par le centre de gravité 0. On voit par là que, dnns le 




pnr pnp|)orl n rn\c de figure OÇ < 
dqiinlion il'Eiilur donne. In vi 
niilonrdc OÇ élant r -t- r,. 



Snicnl H, f<n les v 



(4) 



r ^=MCOSfi -+- nmsl. 
inilinlcs de r ei de p ; il vient 
= «-!-&) (cos fx 7- cns Uo) . 

des forces vives dnns le moi 



Appliquons le (Udorf'Tiie des Torces vives dnns le mouvement relnlif. 
Les forées nbsohtes cl tc:< rendions d'entminement donnent une résul- 
tante, (iiiî est le poids du Inrc, pnssnnt par le point fkc O; son Imvnil 
rclntif est nul. Le Iravni] des forces eenlrifuges composées est toujours 
nul. comme on sait ; donc In force vive totnle du solide dons son mouve- 
ment rclalif est eonManle. Done 

A (/)« -.- .;') + Cf' = A {}'] + iil) -+- Cn*. 

Remplirons p, q pnr leurs vfileiirs en fiindion des angles 0, 1^ (têt); 
r pnr sn valeur (4.), et négligeons les termes en w*. Nous aurons 

(5) A (0'' -I- -i"'* sin* 0J ^ 2 C«M (cos fit, — cos (i) -t- A (pî -v 9Î). 

Enfin, exprimons i|uc In somme des moments des forces extérieures 
])ar rapport a ON, (gui est une direction învarinblc dnns l'espace, éinnt 
constamment nulle, In projcelion de l'nxr du couple résultant des ((UHn- 
lilés de mouvement abuoluei sur ON csl invnrinblc. 

Le* projections de cet nxo sur 0^, 0*5, OÇ étant rcs|)cctivement 

A(;. + p,). A(, + ,,), C(r-tr,), 

on a 

A{p-^p,)cos{!i, K)-*'A(ij-i-ii,)cos(fi,yi)-hC(r + r,)cos{^, !;)=consL 
Comme nous pouvons choisir h volonté les axes O^, On dons le |)lnn 
normal ii OÇ, il esl permis ilc considérer, & un instant donné, 0^ romrae 
euïncidant nvee In projection do UN sur ec plan de l'ctiunteur du larc. 
On aura ainsi 
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COS [X, ; 



»(>-,«. 



COHU 



."il — 



1 sub^t 



m Ici 



, obscrvunl que l'on u nussi 
p, = _- w cos (N, Ê) = — Msinu, 71=0, r. = — wcn; 
[iiaiion des mompnts pelatirs ^ ON deviendra 

A(p— msin(j,)sin(i + C(r — Mcosu}cosfi = const., 
w. & cAnse de l'équalinn (4), 

A(p — usinf/)sinf^ -1- C (« — û)eo5f:io)cos(j; = ronsl. 
Déterminons la conslanlc en Tnisant i ^ 0. Il vient 
A(;jsinf«— posinf/o)-*- A «(sin'u» — siii'f/) -^ C{n— w cosfi„)(cosfi 

d'où enfin 
|6) A {/»sinfi^posin|:/o) = (cos(/o — cosfi}[A «(chS'/o -+- cosfi) -1- C (r 
Les tqu.itions (4), (5), (6) renfcrinent 1» sohilion du problème. 
944. Le gifroscope de Foucaull consisK- en un tore en bronze dunt 

t l'axe est monté sur une double suspension tjui assure In liberté de tous 
les mouvcmenU autour du rentre de gravité, et auquel un inéc»ntsmc 
de roues dentées permet d'imprimer une rotation excessivement rapide 
F 



L-OSf*o)]. 



n 



(7) 



ilour de $on axe de ligure. Ln prcnitcrc expérience de Foucaitlt c 

!le à donner ft l'axe une direction lixe, ù imprimer la rotation, puis ù 

lisser l'axe entièrement libre. On a, dans ce cas, p^ = 0, ijo ^ o, et m 

a une valeur très-grnnde. On peut donc, dans l'équalion (6), négliger 

les termes renfcrmanl le facleiir u, qui est très-petit, vis-ii-vis des 

termes en n. Les équations (5) et (6) se réduisent, dans ces conditions, h 

A (V* -h 'I''* sin' 6) = 2Cno) (cos fu — cos p), 

Ap sin p = Cn (cos p^ — cos p). 
ant placer comme nous voulons le sysLcmc de com- 
paraison OXYZ, nous prendrons l'axe OZ dirigé vers le pille boréal, 
suivant ON; nous aurons donc /.i ^= 0. De plus, nous savons (>09) que In 
composante p de hi rotnljon instantanée du solide suivant 0X| esl égale 
à '|''sin 6. Les cquniions {7) se réduisent donc h celles-ci, oïi a = Q„ 
A {0'' -t- I'* sin' G) = 2CnM {cos jt — cos 0), 
A sin* 9 ■']/' = Cn (cos « — cos S), 
délcnninrnl les angles et ip en fonclion du temps. 
Elles suDiscnt pour represcnlcr le mouvement de l'asc du tore, car on 
innnil immédiatement leur identité avec les équations (5} du N'SIO, 
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qui se rapportent au mouvement d*un solide pesant auloar d'un point 
fixe, pourvu que Ton pose la condition 

Mgl = Cn(ù 

pour déterminer la masse de ce solide et la distance de son centre de 
gravité au point fixe. Il en résulte que nous pouvons appliquer au 
mouvement de Taxe du gyroscope autour de Taxe boréal ON, les lois que 
nous avons trouvées pour le mouvement de Taxe du eorps pesant autour 
de la verticale, savoir i* LVxe 0^ du gyroscope oseille dans le plan 
mobile NO^, l'angle 9 =N0^ variant entre les limites très-rapprochées 

2Acii sin a 
Ca 

en sorte que Toscillation est invisible et que l'axe OÇ paraît décrire un 
cône de révolution autour de l'axe du monde. 
La durée de cette oscillation est 

2irA 

elle est extrêmement petite et indépendante de o. 2^ Le plan NO^ loame 
autour de ON, d'un mouvement de précessùm^ avec une ritesse angu- 
laire *y qui est (919) 

•|' = ^(i-cosif), 
ou, remplaçant k par sa valeur et Mgl par Gua, 

•y = » (i — cos — I). 

Si l'on néglige le terme périodique, ou, ce qui revient au même, si 
Ton considère Taxe moyen du tore au lien de l'axe rrai, on a 

Y =«* 

la vitesse de précession de Taxe est donc éfc^ïe k la vitesse de rotation 
de la terre, cl comme y e$l ici posiiif par rapport ib 0\, le mouvement 
de précession se protluil de gauche à droite, on en sens coniruirt du 
mOMVtmeHi de ia ferre. Si donc on suppose que Taxe du tore ait été fixé 
d*abord dans la direction d*une étoile, il continuera i suivre cette étoile 
dans son mouvement apparent. 

94S. Le gyrosct)|w de Foucault se prête i une antre expérience 




remarquable ; pu lixatil l'un lios anneaux tic suspension, on |)eiit oliUgei- 
l'are du tore d se mouvoir dans un plan rfélerminê, oricnic ilc tnron 
((iieleoni]tic pnr nippi)pl h l'axe ON. Les équntions du 
11° 943 permeUcnl iréuidicr le mniircmcril de l'iixc 
O^ dnas ces eondilions. 

Prenons le plan dont il s'agit, ijui est (i\e par raji- 
port k la lerre, peur pl^m des XY. L'a\c OZ lui rlanl. 
normal, Cl l'aie OÇ du tore élant mobtlo dnns le 
plan XY, on a 6 = 90', Nous prenons OX suivant In projection de ON 
sur le plan fixe XY; fî diaiil l'angle NOX compris entre Taxe lerrestre 
et le plan fivc, v l'angle XO; de l'axe du lore uvee OX, nous avons 
cvidcmmcnl 
I cos|*= cos[3 cosv. 

■ On doit joindre ici aux Torces extérieures qui agissent sur le lorc la 
r réaclion normala du plan XY, qu'on supposera appliquée en un point 
quelconque de l'axe OÇ. Le moment de cette réaction par rapport à 0^ 
est nul k chaque instant; le travail de cette force dans le mouvement 
reialir de l'axe est nul également, puisqu'elle est normale au plan dcerit 
pur 0^; les équations (<).) et (j) subsistent sans changement, et l'on a, 
p, cl f„ étant toujours supposés nuls, 
r ■■=» -t- «(cosf/ — cosfi,), A (6'* + t(;"sio'6)=>2Cnu{co3u, — eosf/). 

Mais, à cause de = 90", O' = o, de la valeur de cosf^ et de In 
relation évidente -^ •= 90° + v, la seconde de ces équations se réduit h. 

Av''^' 2Ctt'jcos[3(cosv„ — cos v). 



dl* 



A 



^{eosw, 



-cosv). 



Supposons, pour plus de clarté, n >o, la rolalion initiale a^'AOt Heu 
de gauche à droite autour de 05- Si l'on remplace w par « — v, et si 
Ton pose 

Cn...cos3 , kg 



l~ 



j / = 



C«(.>eos|3 

réqiifllion précédente devient identique avec celle du mouvement d'u 
pendule simple de longueur /(I5«), la pesanteur étant dirifii^e suivat 
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leproloiigcmeiil OX' île OX, on siiivunl h\ [imjttli'ni sur XV de b |>ailie 
nuslmle île l'axe icrreslrc. On coiiclui de lii que 

L'axe OÇ dit tore exéculera ik.s iisriHatioim dans te plan fixe XY df 
part et d'ualre de lu projetlion sur XY de la partie, australe de l'use du 
monde, i/ui est sa iiusiliim (rèifitHiliri-. Lu durèv d'une osrillation cvm- 
plête de l'are OÇ sera 



^"v/=^- 



Si le sens de la rololioii iniliuk- ûuit (fliangil, n st-riiit nô^utir, OX 
sernît In position d'équilibre cl l'axe 0!; oscillerait de pari et d'autre 
deOX. 

giiund le plan XY est horizontal, on a p = i, Â t^Uiiil In latitude du lieu 
0; le mouvenieiil de l'axe du lore est relui d'une aif;uille muj^nvtîquc 
déclinaison éeurléc de sa |>nsitiun dVqiiilibrc. — Quand le plnn XY est 
celui du méridien, on a |3^=o, la pu§iiJon d'équilibre de 0^ coïncide 
avec l'axe du monde. On voit rommenl, en l'absence de tout instrument 
nslronumiiiiie, le gyrosco|)c sulSl pour déterminer Iti direeliun de In 
méridienne cl la Inliludc pour un lien donné. 

Toutes CCS conséquences du calcul ont été vénTu'cs iiarfaiienn'iit dan* 
les expériences de L. Fouceult. 



Un nnncau circulaire inllnimcnl miaee. et homogène 



|ll'Ul ( 



libremcn) 
vertical 1(11' a 



■ 



diamètre liarizonlal AA', 
liir[ui!l 1e systitiio tourne avec, une vit»sc nngiiluirc loiis^luite u. 
cmcnl, l'ann^nu Irnd à se |ilacer <l«ii3 le plan liuriionlal, mars 
une nasse M, Gxéo à l'uxlrvmité C d'un di''iocIrc [icrpnndicultjre 
il AA', s'y oppuse. Détorminci' 1° la vitesse angulaire île l'knne 
itiiour de l'iioriiontalv AA' ; S* l'inclinaison luur laqui 
r''i|uilibr« relnlir aurait lieu; â> discuter le mnui'niuint do 
l'rinneDu, soit quand la masse M eM nulle, snit l(ir»qnVll« ■ 
mlfur donnée. 

H. AppcloDi a le rayon du l'annviiii, H l'angle qne fnit an 

verticale OU le proloiigctnenl du rayon DC; rapi'nriDni le n 

i un système de tunipan.ison OXYZ, 02 comeidant aiee Ofi. 1 

■ (lA, OY pprpendiViiii.irc :iin diui nulles. Ai>ri>ii)uant le tlnivrvinc'l 






des forces vives au mouvement relaiif du solide composé de l^aiineau et de la masse >] 
CD trouve d'abord pour la force vive relative 



("--)-% 



LfCs forces extérieures se réduisent au poids BI^, dont le travail élémcnlaire relatif est 
Mga d cos 6. Le travail des forces centrifuges de toui les points dues à la rotation du 
système autour de BB' s^obttent en observant que, pour un point /i de Panneau, à la 
distance r de Taxe, la force centrifuge est /Au'r; Parc éiémentnire qu*il décrit dans le 
mouvement relatif est a sin Ç dB <Ç étant Pangle que fuit le rayon 0/a avec OX) ; le 
cosinus de l'angle compris est 

a sin ç sin ô cos ô 
r 

On obtient ainsi, |H)ur la somme des travaux élémentaires des forces centrifuges 



(M H — I o'w'sin 
2/ 



9 cos Ode. 
L'équation des forcrs vives relatives donne 

f BI H — J «■ — = zMga cos 6 -♦- f M h — ) a*w* sin *0 -♦- consl. , 

.. . . /„ imX , , ^ , (2M-i-wi)o 
ou, en divisant par | M h — la* et posant 1:=- — , 

\ 2/ 2M 

«i6* 2Q 

( I ) _ = Jl COS e -♦- w« sin» 6 4- C . 

dr l 

d*fi 
Pour Péquilibre relatif, il faut que —-j soit nul ; on trouve !• 6 = o, OC est vertical; 

g 
*2ocos6 = ~* Si celte quantité est -^ i, Pangle ô|, déterminé par cette équation 

correspondra à une position d'équilibre relatif. 

La masse M étant enlevée, / =oo, et Péquation (i) devient, ô, désignant la valeur 

dQ 
dej9 pour laquelle -r- est nul, 

db* 

-— = 61* (sin* 9 — sin* e.), 

d*où 



"Je 



'eol/sin*b~ sin*Oo 

Mouvement pendulaire à discuter. 

Dans le cas général de M quelconque, Péquation (i) est la même que celle de 
Texercice (4) du Ch. précédent; nous y renvoyons pour la discussion. 



LIVRE QUATRIÈME. 

HYDROSTATIQUE ET HYDRODYNAMIQUE 



CHAPITRE XXXV. 

E'jL'ATlON GZNEHALfcl DE L'EQUILIBRE DES FLUIDES. 

^46. On appelle fluides^ en général, des systèmes de molécules for- 
^^nt en apparence une masse continue, mais pouvant rouler les unes 
'*^'' les autres et se détacher du système sans résistance sensible, en 
^''le que la forme de la masse fluide varie avec la plus grande facilité. 

On distingue généralement ces corps en liquides ou fluides incompres- 

**Wc«, et en gaz ou fluides élastiques. Les premiers, tels que IVau, le 

Diercure, soumis h des pressions très-considérables dans des enveloppes 

Insistantes, nVprouvent que des variations de volume et de densité 

inappréciables, et nous les regarderons en théorie comme absolument 

incompressibles. Les gaz, au contraire, par exemple Thydrogène^ Tazote, 

varient de volume sous les plus faibles variations de pression, et tendent 

toujours d'eux-mêmes à occuper le plus grand volume possible, en sorte 

qu'on est obligé de les maintenir dans des récipients fermés pour 

qu'ils ne s'échappent pas au dehors. 

Les corps visqueux, semi-fluides, tiennent le milieu entre les solides 
et les liquides, participant des propriétés des uns et des autres; les 
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vapeuî's se comporlonl comme les gaz loi'squ'elles sonl éloignées do 
leur point de coiidcnsnlion, mais ces propriétés s'altèrent lorsqu'elles 
se rapprochent de cet état. La théorie mécanique des fluides proprement 
dits n'est donc applicable (|iie dans une mesure très-lirailée à ees divers 
corps; aussi ne nous en occuperons-nous pas ici, réservant pour la 
seconde partie du Cours diverses questions, auxquelles les travaux 
récents de quelques géomètres et les belles recherches de M. Trcsca 
semblent promettre un grand avenir. 

^47. Les fluides étant des systèmes de points matériels, les lois, les 
formules, les propriétés générales de Téquilibre et du mouvement des 
systèmes, le théorème des forces vives par exemple, leur sont toujours 
applicables. Mais, à cause de l'ignorance oîi nous sommes de la natui*c 
des liaisons et dos réactions intérieures dans ees svslèmes, on a du 
jusqu'ici fonder en partie la théorie des fluides sur certains principes 
spéciaux tirés directement de l'expérience. 

Considérons un fluide quelconque, sollicité par des forces quelconques 
qui agissent généralement sur tous ses points, et renfermé dans une 
enveloppe solide. Sur la paroi interne de celle-ci, prenons un élément A&) 
très-petit, que nous regarderons comme plan. Cet élément éprouve de la 
part du fluide renfermé dans l'enveloppe une certaine pression P, résul- 
tante des |)ressions sensiblement parallèles exercées sur tous ses points 
parle fluide. L'expérience montre, en premier lieu, que cette pression P 
sur l'élément Ao) est normale à la surface de cet élément. Cette propriélé 
est d'ailleurs une conséquence de l'absence complète de frottements, que 
nous admettons entre les molécules fluides. 

En divisant P par la surface Ao) de l'élément pressé, nous aurons ce 
qu'on nomme la pression moyenne sur cet élément; enfin, nous appelle- 
rons pression en un point donné M de la paroi, la pression moyenne P : 
A(ù qui a lieu normalement sur la surface d'un élément extrêmement 
petit entourant le point M. Nous la désignerons généralement par p. 

Soit maintenant un point quelconque M pris dans l'intérieur de la 
masse fluide, et concevons par ce point un élément plan Aw, orienté 
d'une manière quelconque. Le fluide situé d'un côté de l'élément exerce, 
sur la portion de fluide de l'autre côté, une pression P normale à 
l'élément Aw, et nous pouvons chercher comme précédemment le 
rapport de cette pression P à la surface de l'élémenf, ainsi que la 
valeur p de ce rappori lorsqu'on suppose A« inférieur à toute dimen- 
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sJiiii sriiKililc; /< <:-[ niais tu pression a» point M (11- In masse lluiJo, e[ 
k ppjrni|ie rornbriieiiliil ik In Ltitoriiî iniVfiniijde d<-s fluides ronsJsie en 
IX tjac. tùitensilê iIk la pression i-ti un jioinl M th la masse /luiile est 
iiutf[itnilante tU l'orientalinn, autour du point SI, de l'clrmmt plan 
aiii/iw/ elle est normale. C'est en oclii ijue consiste le ))nn<i|ie ilc 
l'éijalilé de, pression dans tous les sens, ei l'expérience niiintrc ini'il esl 
«rni, mm seitlrmeni iliins iin (loide cti Oij ni libre, mais, jus{|ii'îi nn 
ceruin pniiil, dnns les (liiidc-i en mou veini,' lu. Au luiivrii de rv priiiripe, 
nims nlldni i^lablir IVtjitsIion qui renTerme les lois rie t'éi|uilibre des 
(liiiJes cm fie l'ht/droslatitiue. 

t48. ^filiation de l'équilibre. — Cotisidërons un fluide en l'fitiilibrc. 
Soient r, y, ; les eonrdnniR'cs ri'etnngles d'un poînl M, pris duns In 
mme- p tu jnession, p la densîu! du fluide en M; X, Y, Z les enmpo- 
«iiiles pnmjlèlex aux nxcs de lu fnree, n'aullanle de toutes les actions 
eït^rîeures, rapportée n l'unin; de masse cl telle qu'elle nj;il ou 
(inint M('). Les ([unnlités p, p, X, Y, Z soni regnrdées ici eumme des 
fimciinns continues des trois vnriablos ind<<pendnnles x; y, x. 

Irnnginons un cylindre droit M„M h (çéuérnlriec parallèle a l'nxe des x, 
nyani pour base un élément Ar.t qui comprend le pniiit M. Cv r^lindrc 
Kl m équilibre entre les pressions que le fluide 
«xercc sur sn surAiee totale et les Torées ext(?ricu]e- 
■luisoUîcitenl tous les points de sn masse. iVouspoii- 
>oi]s le iTirisiilci'cr rommc libre, et les condition^ 
J'éipiilibre d'un solide libre devront iHrc vérifiées, 
l'Diiime nou» l'avons plusieurs Tuis observé (96). La 
''imme des projections sur OX de toutes les forces qui agissent sur lui 
(Inil donc Otre nulle. Or, les pressions du fluide sur sn surface laté- 
ralf, etnnt normales aux génératrices et par conséquent k OX, ne 
donnent aucune composante suivant OX; si x„ p, désignent les valeurs 
Ac X, p \i l'extrémité M, du cvlindre, les pressions sur les deux bnscs 
seniut pnrnllèles n OX et nuront respectivement pour valeurs p^t-t, 
— piw, ecUe-ci étnnl dirigée dans le sens des x négatifs. Enfin, si 
l'on décompose le cylindre en cléments infiniment minces par des pinns 
perpendiculaires fi O.V, \m-dx représcntecn le volume, pi'jfda: la masse 
d'un de ces éléments, XpAu-dx la projcetion sur OX de h somme 
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des forces extérieures qui sollicitent tous les points du fluide compris 
dans cet élément. Le principe rappelé plus haut donnera donc l'équation 



fy P -*- \ pX rfX = O, 

JXa 



A(ù disparaissant comme facteur h tous les termes. Si Ton différcntie par- 
tiellement cette équation par rapport à x, Xo ne variant pas, on en déduit 

Un raisonnement analogue conduit aux égalités 

et ces trois équations peuvent être comprises dans une seule : en les 
multipliant respectivement pardx, dy, dz cl les ajoutant, on a 

( I ) dp = p (Xdx -^\dy -^ Zdz) 

pour réquation gçnérale qui renferme les conditions d'équilibre d'une 
masse fluide, dont la densité varie d'un point à l'autre d*une manière 
quelconque. 

349. Le premier membre de l'équation (i) est une différentielle 
totale exacte par rapport aux variables x, t/, z; il faut donc qu'il en soit 
de même du second. Les conditions pour que 

p (Xdx -^- \dy -*- Zdz) 

soit une différentielle exacte en x, y, z devront donc être vériGécs, 
sinon l'équilibre sera impossible. 

S'il s'agit d'un liquide homogène, p sera une constante donnée (puisque 
les variations de pression ne modifient pas la densité d'un tel fluide); 
c'est alors l'expression 

Xdx -h Ydy -♦- Zdz 

qui devra être différentielle exacte; en d'autres termes, il devra exister^ 
pour les forces extérieures qui agissent sur le fluide, une fonction des 
forces. 

S'il s'agit d'un gaz dont la température est la même en tous ses points, 
il suit de la loi de Muriotte que la densité en chaque point sera propor- 
tionnelle à la pression, et l'on aura 

p = Qp, 
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Q étant un coefficient qui dépend de la température du gaz. L'équation 
d'équilibre peut être mise sous la l'orme 

(2) -- — =s Xrfx -♦- \dy -4- Zrfz, 
Q P ^ 

et puisque le premier membre est évidemment une différentielle exacte 
cnx,y,z, il faudra encore que le second membre, ou Xdx-^-Ydy-^Zdz 
soit une différentielle exacte. 

350. Surfaces de niveau. — On nomme surface de niveau , dans un 
fluide en équilibre^ toute surface telle que la pression p est constante en 
tousses points. Une telle surface est caractérisée par Téquation /)=const., 
oudp = o, ou, d'après l'équation (i), 

(3) Xdx -*- Ydy -+- Zdz = o. 

Il résulte de cette équation, d'après une remarque déjà fuite, que la 
résultante des actions extérieures, en un point du fluide en équilibre, est 
normale à la surface de niveau qui passe par ce point. On sait aussi que, 
en général, deux surfaces de niveau ne peuvent avoir aucun point 
commun. 

Lorsque le fluide n^est pas «nfermé de toutes parts par une enveloppe, 
comme c'est le cas pour un liquide qui présente une surface libre, si la 
pression extérieure, celle de l'air, par exemple, est constante aux diffé- 
'^nts points de la surface libre, celle-ci devra être une surface de niveau 
et vérifier l'équation (3). 

Si Xdx -4- Yd^ -♦- Zdz est une différentielle exacte, que <p soit la fonc- 
tion des forces, on a 

dcp = Xdx ■+■ Ydij -f- Zdzy 
en sorte que l'équation des surfaces de niveau devient 

dfp = 0, ou cp (x, y, z) = a, 

a variant d'une surface à l'autre. La pression est alors une fonction du 
paramètre a seulement; d'après les équations (i) et (2), on a, dans le cas 
d'un liquide homogène 

P = P? i^y !/» «) « pa» 

et dans le cas d'un gaz, 

-/./> = cp (x, î/, z)-^oc, p = e Q«. 
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9S1. Equilibre d'un fluide pesant. — Le plan XY étant horizontal cri 
Taxe de z positifs vcitical dans le sens de la pesanteur, on a, pour li >^ 
fluide soumis à la pesanteur seule, 

X=o, Y = o, Z = flf, 

et l'équation (i) devient 

(4) dp = pgdz, 

L*ëquation des surfaces de niveau se réduit à cfz = o, ou, si l'o ^ 
intègre, à 

z = const. 

Ainsi, dans un fluide pesant en équiltbrey les surfaces de niveau son 
des plans horizontaux. Cela suppose évidemment une masse fluide assc^^ 
limitée pour que Ton puisse regarder la pesanteur comme constante cr^^ 
grandeur et en direction dans toute son étendue. 

L'expression odz ne peut être une difTérentiellc exacte en x, t/, z que ^ 
si p ne renferme ni x, ni y; étant fonction de z seul, la densité sera 
constante, dans un fluide pesant en équilibre, en tous les points d'un 
même plan horizontal. Elle peut d'ailleurs varier avec z, et même d'une 
manière brusque, comme cela a lieu dans l'équilibre de plusieurs liquides 
de densités différentes superposés. 

Intégrons l'équation (4), et désignons par /}« la pression qui répond au 
plan z=:'Zo, Nous aurons 



(5) V^Po-^gX pdz. 

J2o 



Or, dz est le volume d*un élément ayant l'unité de surface pour base 
et dz pour hauteur; pdz est la masse, gpdz le poids de cet élément; donc 

La différence des pressions qui correspondent à deux plans horizontaux 
donnés, dans le fluide, est égale au poids de la colonne fluide ayant pour 
base l'unité de surface, comprise entre ces deux plans. 

Ce théorème s'applique aussi bien aux fluides élastiques qu'aux 
liquides. Lorsqu'il s'agit d'un liquide homogène, si l'on prend pour 
plan Zo = o celui du niveau su[)érieur ou de la surface libre, on a 

p = po -¥■ gpz. 

La pression en un point croit donc proportionnellement à la distance 
verticale du point considéré au plan du nivieau supérieur. 



. 9H. pression s 



- Supposons I 



! p»]-.) 



solide. 



plane, icrrniN 



quckonipic, el rcrmivi'ilc pnr i 




liquiilc pesant el liitmiijîciif Jiitil I.i surface homontsly esl siiimiisc à 
une pression unironnc p„. Les pressions ([lie Je liquide exerce sur lous 
li^s ôlémenis de 1» pnroi élonl parnllèles, donnent une irsnllnnle P 
iiormiile au pliin de h paroi; le point C où elle perce le ptni 
l" cmire de pression. Pt)upiI(Hermriter la pi-ession P 
<'t ]i> point C, prenons pour plan XV le pliin du 
iiivcnu supérieur, l'axe des £ élnnl verlieni diiiis le 
«cnsde lu pesnmeur; pour fixe des y l'inlerserliou 
''n plan XY par le plan de I» paroi prolongé. Soient 
A l'aire de la fiiirface pressée; a l'angle que fait son 
plan avec le plan hori^onliil XY; Xi, yi, z, les coordonnées du cciilrc 
dp gravité fi de faire A; x', i/', i' celles du centre de pression. 
n^Cumposons l'nire A en éléments iriniiiment petits da; la pression 
1 de ces éléments sera pdra = (p. + goz]da>. \ous aurons donc, 
Sgrale s'étendajit à tous les éléments de l'aire A, 

P = J"(p» + ffpï) rfM = Ap. -i- (jp^zda = A{j>, + g^z,), 
; pt-\-(faz, mesure la pression dans le iluîde au point G, la 
ttnioii totale KUr l'aire A esl égale au produit de relie aire jiar la 
f*»!on que le fiiide exerre sur le rentre de gravité G; elle est dunr la 
ne, ifuetle que soit la position que l'on donne à la surface pressée 
to«r de »on rentre de gravité. 

* Ihëorie des forces parallèles nous donne ensuite, pour déterminer 
tjt't l'i l6a c<tiiations 

= J(^. + gç,z)xd(a = ii„.\xi i- gp jxzdi,i, 
= SiP' + 3pî)tf ''" = P.At,, -H gp j>jzdw. 
■-'j{p.-*-gaz):doi^p.\z, -t-jo fîV/w. 
^ïenl w, V les distances d'un poini finelconquc {x, y, z) de l'iilrc A à 
( OY et à la perpendiculaire OU à cet axe dans le plan de l'aire; 
e moment d'inertie de l'aire A par rapport â OY. ^ous aurons 
= H ens a, y = v, z = ii sin a, 
I,stibs1ilunnt dans les formules ci-dessus cl réduisant, 
I Pii' = A[;»,i(, -i-jfi^'sinn), 
Vr' = A;;„u, ■+■ gp siii>;r j'i/rf/-,), 
■cnircdcgravilé. 



lu pliiii du l'nirc. les rani-domn'-i 
su (lit, lu coorclonncc verlicalf z' t'tiii 



Ces Tormult^s ilûlcrinincnl, dnn 
»', I'' du centre de pression, ec cjui 
l'gnlc àti'sina. 

SAS. Lorsque In surfAcc pressée p.ir le liiinidc est une Rurriico caurbc. 
il n'est plus démontre qu'il existe une résultante des pressions <!l^Qien- 
tnires, les dircclions de ccltes-ei n'ctnnt plus parnllèles. On devra 
décomposer la pression nnrmnlc élëmenlnirc (p„ + g^z) dtù parallèle- 
ment à trois axes rcclangulnires OX, OY, OZ; cniculcr la somme des 
composantes pnrallèlcs à chaque axe, et )n somme des moments de ces 
pressions éliimentaircs par rapport à chaque ave. Ces sommes s'expri- 
meront par des inlégnilcs s'clendanl à toulc la surraee pressée. Od on 
déduira, d'après les règles de In Statique, la Torcc résultante des 
pressions et l'axe du couple r<fsuliant de ces mêmes pressions, en 
(grandeur et en direetion. C'est la le eas gt^nt'rnl. 

Il existe cependant un eus remarquable dans lequel les pressions 
superficielles donnent une rcsulliinle unique, même lorsqu'il s'agit d'uu 
fluide pesant, de densité variable, et en équilibre. Nous savons d'ailleurs 
que la densité et la pression sont alors constantes dans un même plan 
horizon tid. 

Concevons qu'un solide, limité jiar une surface Tcrméc, soit plongé 

dans ce fluide. Soit ila un élément de sa surface; un cylindre parallèle 

â OX et s'nppuyant sur le contour de cet élément 

<lécuupern nécessairement sur la surface un 

deuxième élément du', ci si nous appelons 

(i\, x), (N', x), les angles que fout avec UX les 

normales fi ces éléments, menées vers l'intérieur 

du corps, il est clair que si (N, x) est aigu, (^",x] 

sera obtus. La valeur de p no dépendant i)uc 

mposa^ll^s suivant 0\ des pressions sur dot, <fu' seront 

pdoi cos (N, x), pdfi' cos [N', r), 

et comme (/ucos(N,x), (fw'cos{N', x) représentent, au signe près, les pro- 
jections d(-s éléments da, doi' sur le plan YZ, lesquelles sont égaler, cc< 
romposanies aussi sont égales, mais de signes contraiiTs; elles se font 
donc équilibre, 

Toute In surface pouvant se décomposer en éléments i 




de :, 



deu\ 



» mi'nif prnjcri 



ur le plan YZ, il est clair que les o 
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sautes parallèles k OX des pressions élémentaires que le fluide exerce 
sur la surface se font équilibre. Un raisonnement identique s'appliquant 
aux composantes parallèles h OY, il ne reste à considérer que les compo- 
santes verticales des pressions, qui, étant parallèles, se réduisent néces- 
sairement à une force unique. 

Considérons le cylindre infiniment mince paraUèle à l'axe des x, 
passant par le contour de l'élément dtù; soient doni l'élément qu'il 
découpe sur la surface du corps, pi, ^^ les valeurs de p oA dez correspon- 
dantes & l'élément cici)i, e la section droite du cylindre. D'après la remarque 
faite plus haut, la somme algébrique des composantes verticales des 
pressions sur dcô et d(ùi est égale à 

pd(ô cos (N, z) -¥■ pid(ùi cos (Ni, z) = pe — pie. 

Or, d'après le théorème du N** 3S1, on a 

p étant la fonction de z qui représente la densité du fluide. Donc 

pe — pi6 = — flfei pdzy 

et comme lé second membre, abstraction faite du signe, est égal au poids 
de la colonne fluide qui occuperait la place du cylindre élémentaire si le 
corps n'existait pas, on voit que ce cylindre est poussé verticalement vers 
le haut par une force égale au poids de la colonne fluide dont il s'agit. 
Ce même raisonnement s'applique à chacun des filets verticaux dans 
lesquels on peut décomposer le solide; l'effet produit sur le solide par 
les pressions à sa surface est donc le même que si chaque élément du 
corps était soumis à une force verticale, vers le haut, égale au poids du 
fluide dont cet élément occupe la place ; donc, évidemment. 

Les pressions élémentaires qu'un fluide pesant en équilibre exerce sur la 
surface d'un solide qui y est plongé sont réductibles à une force unique^ 
verticale et dirigée en sens contraire de la pesanteur, égale au poids 
total du fluide donc le solide occupe la place, et appliquée au centre de 
gravité de ce fluide. 

C'est là le théorème connu sous le nom de principe d'Archimède; on 
l'énonce souvent en disant qu'wn corps plongé dans un fluide perd de 
son poids le poids du fluide déplacé. 
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Il importe <lo i'cinnri|iicr ijuc la démo[istrfiliuii (subsiste quelle que 
soit la tormc du eorps, même si une droite pouviiil couper sa surrace 
en plus du deux points, car ec nombre de points sera toujours pair et 
lus lilémenls dm se fjroupcront toujours par couples auxquels le raison- 
nement ei-dessus s'nppitquera. 

3S4. Le principe d'Arcliimcde s'applique aussi k un solide qui a'esl 
plongé qu'en pnrtic dans un liquide; qui flolle, par exemple, è sa 
surfiioc. Il suffît, pour le démontrer, de remarquer que la loi suivant 
laquelle fi varie avec z n'est pas dclcrminOc dans la dcmunsl ration 
ci-dessus, el si l'on suppose que p soil iiul pour les valeurs de s qui 
rcpondenl à des points au-dessus de la surl'aco libre, un tomben 
précisément sur lu conséquence que nous voulions établir. 

De lA on déduit les conditions d'équilibre d'un corps foltant, ou 
plongé en partie seulement dans un liquide en équilibre. Il Taui et il 
sullîi t° que le poids du solide soit égal au poids du fluide dont il 
occupe In place ; 2" que le centre de gravité G du solide, et te rcnlrc 
de ((l'i'vilé G' de la musse fluide déplacée, soient sur une même verticale. 
Il est clair, en effet, que si ces dcu\ conditions sont remplies, les 
deux forces qui sollicitent le corps seront égales cl directement opposées. 
Lorsque le sulido est liom(^âiic RJnsj que le fluide, le centre du grnviu' 
G' du fluide déplacé coïncide avec celui du volume du corps compris 
sous le plan du niveau du liquide. De plus, V désignant ce rotume 
et V le volume total du corps, p cl p' les densités respectives du solide 
et du liquide, la première condition d'équilibre donne 



vp-vy, 






fi étant le ra|ipnrl donné des densités du sidide et du fluide. Le problème 
de déterminer les positions d'équilibre du solide se réduit dnne à ce 
problème géométrique : Couper le solide par un plan tel que le votutnt V 
d'une parité soit au volume lolat V dam un rapport donné, et f me le» 
rentres de gravité de» volumes V el V" «oient ««r une iiiéme perptndiru' 
luire au plan sécant. La solution est impossible si p>p'- 

Ce problème présenic, en général, de grandes diflîcullés. Si l'on sup- 
pose que le corps ait une forme prismatique ou cylindrique, et que les 
arêtes soient horizontales dans la posîliou de tlotlogc, la question xe 
simplilic. Les centres de gravité G et G' des volumes V, V rnuiefdcni 
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a\er les wiilics de gr.ivilê ilcs secrinns droites de < 
milieu des nrèlcs, et les loliimcs eux-mêmes sont dar 
i]uc leurs sections droites. Il suffit donc de résoudi 
wrlion di-uiledu solide le (Jiolilènie pose ci^iessus. 

9A5. Coniine OKcmpIc, cuitsidérons un cyliodre de 
soit le segment de parnbole BAC, AF étant Vn\e, 
BC une corde perpeiidieuliiii'e ù l'nxc. Soit Di: Ui 
«Iroitc chcrchi-c, telle que 1c rup|ii)i-l des nires DAI: , 
BAC soit u, ei «lue les centres de gravilri rcspci- 
lïfs fi' et G de ers aires soient sur une perpendicu- 
laire à DE. 

A' ClHnt le point delà (liinibolc où la liiiii^eriie 
est parallèle à lit li^ne de lloltarson DE, soient A'K pn 



volumes par le 
c même rapport 
|>our l'aire de la 




pnramètrc de la parnbole, AF = ((, A'K = 
avec riiori/onlalc; on a 



surf. IlAC=^/2/<« 
l la première eojidition roiirnii 



1 l'angle que fait A'K 



u |/2/y«. 



(")'- 



I centres de gravité G, G' des 
', A'K, h des dislances 



aires UAC, DA'Ë se trouvent sur 



Soit II le point où la normiilc on A' nuipc l'axe 
lOndition soil remplie, il Tant (|uc CG' soit [wiiU 
i Cff, d'où 



A'G' = AG - 



AH, nu ^M=ia 



,.(^i + îeot'«J, 



t pcitir iléicrmincr l'inclinai 



3«8 



Ces vnlcnrs de u cl de « diîtcriDincnt les posili' 
prises pour lignes d'iiHleurcmcnt, coiTcspondcni 



i de lu droite DIC iiui. 
des positions d'cqiiî' 
libre du solide. 

La recherche des condilions nécessaires pour que Nquilibrc du corps 
flollnnl soit stahie prdsenle beaucoup plus de difHcultës, et nous ne nous 
en occuperons pns ici('). 

9$%. Comme «pplictition de l'équatioa générale de l'éijiiilihrc, propo- 
sons-nous cnunrc de dtiterininer 1» Toraïc de U siirrace libre d'un liquide 
pesant conlonu dans tm vase animé d'un mouvement de rotation unirormc 
autour d'un a»e vertical, lorsque Je liquide csl à l'cial d'équilibre relatif. 

L'axe Ans z étimi vcrlical. en sens conlmirc de la pesanteur, ou » 

X = o, V = o, Z = -g. 

D'après la théorie du mouvement rclaiif, il faut cciirc que l'équ*- 
lion (i) est vérifiée si l'on ajoute à ces composantes celles de la force 
centrifii{;c, savoir 



■>'y. 



(n) étant la vitesse de rotation du vai 
centrifuge composée, qui s'évnnouisi 
est nulle. Nous aurons donc 



dp=^ç {ia*xdx -t- iii*ydij - 

L'équation des surfaces de niveau csl donc 

M'(irfx -I- ydy) — gds = o, ou z- 



■ gdz). 



=9 



(x* + y*) + C, 



?), cl les composâmes de la force 
iul ici puisque la vitesse relatiTc 



C étant la constante introduite par l'intégration. Ces surfaces sont des 
paraboloïdes de révolution autour de l'axe de rotation. 

La surface libre du liquide étant une surface de niveau, son équation 1 
csl comprise dans lu précédente. Pour déterminer In valeur corrcspon- ] 
danlc de la constante C, on exprimera que le volume IoIhI comprit 
entre cette surfarc et celle du vase est cgii] au volume donne V du 
fluide. Par exemple, si le vase est cylindrique, de rajon a, et si A 



(') Vûir Clumd, Jmrmit c/f CMU, T. 87, el 
dt l'équilibre dei car/it floltnult, 



a lliè«e<tc>I.T<'iiQi:(n 
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désigne la hauteur du liquide dans le vase supposé en repos, h* sa 
hauteur dans le vase en mouvement, on aura 



V = TToVi, C = A' — 



W«tt* 



2ff 



I .tt)*a' 



7ra*A' Tra* = 7ro*/i, 

2 2q 

d'où 



Cc=A — 



w«a« 



43 
d'où, pour l'équation de la surface libre, 



= A H ( X* -♦- v' ) 



Exercices, 

«• Dans un fluide en équilibre, la densité en un point quelconque M est propor- 
tionnelle à la distance de ce point à un centre fixe ; la force F qui sollicite le fluide 
CD M est dirigée vers le point 0, et proportionnelle au carré de la pression en M. 
Trouver Texpression de la pression et Tcquation des surfaces de niveau. 

/2. L*origine étant en 0, p, désignant la pression en ce point, /a le rapport de la 
densité p a la distance ()M, a le rapport de la force P au carré de la pression, on a 

Les surfaces de niveau sont des sphères dont le centre est 0. 

9. Un fluide, dans lequel Taccroissement de pression qui détermine un accroisse- 
ment de densité est supposé proportionnel à cette dernière, est dispose en couches 
sphériques homogènes sur une surface spbérique de rayon a. Les éléments du fluide 
s*attirent en raison inverse du carré de la distance. L*équi libre étant supposé avoir 
lieu, quelle est la loi de la densité des couches ? 

R. D*après Thypothèse et d'après la loi connue (ex. 5, chap. XIX), on aura, 
r désignant le rayon d*une couche fluide, k, X des constantes données, 



=^'t 



%='<" P = ^\pr'</r. 



et la force P est dirigée vers le centre de la couche. On trouve, pour déterminer p, 
réq nation 

d*p 2 dp ^ 4nl 

d'où 



— ^ -*- - -r- -*- -7- p = G, 

dH r dr k 



= ^(cO»'-\/Ç-H«). 



ar, \ étant des constantes. 
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s. Une surface plane élanl plongée dans un liquide pesant et homogène en équilibre, 
par le c. de g. G et par le centre de pression C de cette surface on mène des horizontales 
dans le plan de la figure. Démontrer que, de quelque manière que la figure se déplace 
parallèlement a ellc-mcme dans son plan, le produit de la pression totale P sur cette 
surface par la distance des deux droites ne varie pas. 

R, Les formules du N» tftt donnent la relation 

P (il' — ti|) = A^fp/' sin a, 

X étant le rayon de gyration de la figure par rapport à Thorizontale menée par son 
centre de granité; cette équation démontre la proposition. Lorsque pe est nul, elle 
devient 

4. Un vase hémisphérique fermé par un plan est entièrement rempli d*un liquide 
pesant et homogène. Quelle doit être Tinclinaison de Taxe du plan sur la verticale 
pour que la somme des pressions élémentaires sur la surface totale du vase soit un 
maximum. 

R. On trouve, pour la somme des pressions élémentaires sur le plan, Trgpa* sin 
(a, rayon de la sphère), et sur la demi-surface sphérique, Ttgpa^ (cos 6 + 2 sin 6). La 
condition de maximum fournit la relation 

tg0 = 3. 

ft. Déterminer la pression totale et le contre de pression C pour une paroi rectangu- 
laire, placée verticalement dans un liquide pesant et homogène, de manière que deux 
côtés opposés soient horizontaux. 

R. Soient a le côté vertical, b le côte horizontal du rectangle, po la pression au 
niveau du côté supérieur 6 ; s' la distance du centre de pression à ce côté. Le point C 
étant d'ailleurs sur la droite qui joint les milieux des côtés 6, on a 

Si le rectangle aflleurc et qu'il n'y ait pas de pression extérieure, /), e>t nul et Ton a 

3 

•. Même problème pour un quart de cercle, compris entre deux rayons dont Tua 
est vertical, l'autre horizontal. 

R. Soient a le rayon du cercle, a' et z' les distances du centre de pression au côte 
vertical et au côté horizontal^ p^ la pression au niveau de ce dernier,; on trouve 

p=!!^;,,^^', P:r'=?2îîl-H^, VZ'^^J^^"^^. 
4 3 3 8 3 i6 

Lorsque le côté horizontal aflleure et qu'il n'y a pas de pression extérieure, on a 
Po=o 



> 



.3 



P = 



9r^"- ^.-.3« ._3^« 



z 



8 "" i6 



». IJiie porte dV-cIme esl fnrrai!.! d'un rccUnglp ABCD et rf'uu i|UKrl .le cltHu AUE; 
rr système tourtio autour d'un axe vertical AB. Culcukr la lareem- h = M* d<: la 
portion rnctn 11 );u lai ri!, pour Iniiui'lti; la porte scn en dquilibrc indiO'iTi'Kl niiinuidi! AB 
tonqur le nivi-au du liquide sltm en EAD. On néglige la pression 



A. Les moiuiints des pression; sur ABCD, ADE, par i 

à Alt, doivent iUr ^gaux. Celte condition, combinée a 
résultais des et. S et «, conduit à 



ippoi 



A. Centre de pressiou d'un Iropèie dont le pUii fait un nngle a svec le plan hori- 
lonlal, les bases «tant horizontales, la pression sur lu surinée libre du liquide nulle. 

B. Soient a la base supérieure, b la base iurêncnre, A la hauteur du trapèie ; e la 
distance de la base supérieure ii l'intersection du plun du trapËic et de la surCaee HbrR ; 
i ta dislance du centre de pression à la base n. Lu centre de pression est sur ta droite 
qni joint les milieux des bases, et l'on a 

._ ('■ + jfcl /■' + 2l" 



^-6(n4 



•. Centre de pression d'un parallétogrumnii', d'un triangle, la pression sur la sur- 
face libre étant nulle. 

A. Cas particuliers de l'exemple prccddent (n ^ b, n ^ o). 

lO. Établir les formules générales de la rédiiclion des pre^tsiniis sur une surface 
courbe, A une force R el il un couple G. 

R. Soient toujours p, la pression superlicïelle, p la dcnsitû du lluide boinogènr-, 
dA, dB, dC les projections sur les plans YZ, SZ, XY d'un élément du de la surbce, 
ooitÂiiléréft «nnmr potitivet ou nrgativc», tvivani que la notmalt A du doNi It ■«•»« de la 
prr*tion fait un anslii aigit ou «blni neee l'ait nannal au plan de projeeUan ; X, Y, Z 
I Ica composantes de R ; G„ G„ G, Ici composantes de l'axe du couple G. Ou trouve, les 
' falUgrales s'élendanl ù tous les clcmeals de la surface donnée, 

7i z= p„k -t- ffp l'iJA, Y=ii,B-4-ïp fidB, Z — p,C + gpjzdC, 

iO,=/.oj'(!/c/C---dB)-HgpJ"(F/.-dC-:'dU), G, =p„f [;dA — «IG] -l-jf,j'(;'dA — xjdCl, 

C.,^p,j{xdB^ydA) -t-gc^iialB — i/MA). 

. Vne sphère creuse est remplie hermélii[uement d'un liquide pesant et homo- 

P giae. 1° Démontrer que les pressions élémentaiies sur sa surface, correspondantes Â 

b<ll portion du liquide située au-dessus d'un plan horizontal quelconque, se réduiseut 

1 une force unique, et évaluer cette résultante ; S° déterminer la position du pUn 

parûontal pour laquelle cette résultante est nulle^ 3* calculer la pression totale delà 
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masse liquide et prouver qnVllc ost égale à son poids; 4* mener on plan liorixooUl lel que 
les pressions résultantes des portions de liquide séparées par ce plan soient é^les. 

R. Soient a le rayon de la sphère, z la distance -du plan horixontal à l*eztrémité 
supérieure du diamètre vertical de la sphère, Z la résultante des pressions du liquide 
situé au-desans de ce plan, comptée positivement vers le haut. 

On Iroave, en décomposant la surface pressée en bandes horizontales. 



Z = xoo la s |«*. 



Si le plan passe par le centre, on a Z = ^ = — * P étant le poids total du 

liquide. 

Pour que Z soit nul, il faut que le plan soit à une distance du centre, au-dessous de 
ce point, égale à la moitié du rayon. — Lorsque 2 = 2a, on a la pression totale; elle est 
égale k 

Enfin, pour que les portions au-dessus et au-dessous du plan donnent des pressions 

égales, il faut que l*on ait 

zs^ — 3a2* — 20* = o. 

7 
Il y a une racine réelle comprise entre >a et 2a. 

fl t. Un cadre rectangulaire horizontal a deux côtés opposés réunis par une membrane 
flexible; les deux autres portent deux parois verticales et fixes ; Pespacc intermédiaire 
est rempli d*un liquide homogène et pesant, jusqu'au niveau du cadre. Déterminer la 
forme d^équilibre de la membrane. 

R, Il suffit de considérer une section parallèle aux parois fixes. Les équations du 
N* flflV montrent que la tension est constante, égale au produit du rayon de courbure 
par la pression du fluide. Appelant f Tinclinaison de la tangente à la section sur 
rhorizontalc ; x, 2 les coordonnées horizontale et verticale de la courbe; T« la tension 
constante. 7, la valeur de 9 pour r =0, on a, en se servant d'une expression connue 
du rayon de courbure (Cocas d*Ax., ch. XVII, ex. fl), 

2T, (cos 7 — cos f ,) = — gp:*, 

d*où Téqualion différentielle de la courbe, 

(cos ^, — a2*\ ds 
dr ^= — :_ - • 

V^i — (cos^. — ox*)« 

iS. Démontrer que, dans le cas d'équibb^e relatif traité au N* 9S«, quelle que soit 
la vitesse angulaire m du vase, la surface libre du liquide coupe le plan du niveau 
primitif suivant un cercle fixe, de rayon a : 1^2. 

14. Cn vase rectangulaire est animé d*un mouvement uniformément accéléré de 
translation horizontal et parallèle à ses faces latérales. Quelle est la foime d*équilibre 
relatif d'un liquide homogène et (»esant renfermé dans ce vase. 

il. On trouve une surface plane. 
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CHAPITRE XXXVI. 

DE l'équilibre de L' ATMOSPHÈRE. 

957. L*air atmosphérique qui entoure le globe terrestre étant supposé 
en équilibre, il existe entre la hauteur d'un point M au-dessus du niveau 
des mers, et la pression de l'air en ce point, une relation que nous vou- 
lons déterminer. Soient z l'ordonnée verticale du point M, comptée à 
partir de la surface de la mer; R le rayon terrestre, g la pesanteur k la 
surface de la mer; p la pression, p la densité, la température de l'air 
en M. 

L'intensité de la pesanteur variant en raison inverse du carré de la 
dislance au centre de la terre^ sa valeur en M sera 



yR« 



«=K'"s)'^K""¥) 



(R -f- z) 

en néf;Iigcant le carré du rapport z : R qui est toujours très-petit pour 
les hauteurs que l'on peut avoir à considérer. Le plan XY étant hori- 
zontal, on a d'ailleurs X = o, Y = o; l'équation d'équilibre des fluides 
devient donc 



dp 



— sp('-f)''^ 



D'api'ès les propriétés des gaz, il existe entre ][), p elO la relation 

p = Ap (i -^ aOj, 

k et a étant des coefficients numériques connus. L'équation ci-dessus 
peut donc s'écrire 

p it(i-+-aG)\ Ry 

est une fonction inconnue de Zy mais le coefficient a ayant une valeur 
numérique très-petite, 

a = 0,00367, 

un changement sensible dans la valeur de 6 n'altère que très-peu l'équa- 
tion précédente, et l'on admet qu'entre deux stations Si et S« situées à 
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peu près sur une même verticale^ on peut regarder comme une con- 
stante égale à la moyenne des température Oi et Oi en ces deux points. 
L'ëquation s'intègre alors et donne 



'•^ — kîrr^)^'-^) 



const. 



Telle est la loi de la pression dans l'atmosphère en équilibre. 
Soient z,y pi^ Zty pt les valeurs de z et de p en Si et Si, C la distance 
verticale de Si au dessus de Si, en sorte que 

2l — Zi=^ Ç, Zt -^ Zt = 2Zi -+- Ç. 

En éliminant la constante arbitraire de Téquation ci>dessus, on a 

p. it(i+-«e)\^ R J^' 

d'où, enfin, 

(X) ç(^,_?!i_î:^V*_liiLii),.Pi. 

A R / 9 P* 

Cette formule est employée pour déterminer la différence d'altitude de 
deux stations Si et Si au moyen d'observations barométriques faites en 
ces deux points. Ces observations font connaître^ en effet, pt etpi. Le 
thermomètre donne Oi et Gi, et par suite 

Le coefficient k est égal au quotient de la pression moyenne, 10333**, 
par la densité de l'air à o"* et sous cette pression moyenne. On a, à peu près, 

* = 78375- 

Dans l'expression de g, on tiendra compte de la variation de la pesan- 
teur avec la latitude, ce qui introduit un terme assez petit proportionnel 
au caiTé du cosinus de la latitude. On suppose Zi connu. Enfin, pour 
tenir compte de la vapeur d'eau toujours mélangée à l'air, on force un 
peu le coefficient de dilatation a et l'on prend 

a = 0,004. 

Pour se servir commodément de la formule (i), on observe que le 
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terme {2z^ -f- () : R étant très-petit vis-a-vis de Tunitë, peut être négligé 
dans une première approximation^ et Ton a ainsi la valeur 

9 >« 

Mettant pour Z cette valeur approchée dans le facteur 

2Zi -+- Ç 
' R—' 

l'équation (i) fournira une deuxième valeur plus exacte de 2^, et ainsi de 
suite. 



CHAPITRE XXXVII. 

ÉQUATIONS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT DES FLUIDES. 

358. Le problème général de l'hydrodynamique , ou science du mou- 
vement des fluides, est celui-ci : on connaît les positions et les vitesses 
initiales de tous les points matériels qui composent une masse fluide, 
les forces extérieures qui agissent sur ces points à un instant quelconque 
du mouvement* II s*agit de déterminer, dans toute la suite du temps, les 
positions et les vitesses des points, les trajectoires qu'ils décrivent, la 
pression et la densité en un point quelconque de la masse. 

Ce problème très-compliqué peut être abordé comme il suit. Au lieu 
de suivre pendant leur mouvement les molécules du fluide, on étudie 
rëtat du fluide en un point quelconque de l'espace qu'il occupe et h un 
instant quelconque. Soient (x, y, z) les coordonnées rectangles d'un 
point M de l'espace rempli par le fluide; v„ Vy, v, les composantes de la 
—vitesse qui anime le fluide en ce point à l'époque f ; p la pression, p la den- 
sité du fluide, X, Y, Z les composantes de la force extérieure rapportée à 
Funité de masse, au même point x, y, z elk la même époque (. On voit 
donc que v,, Vy, v,, p, p, X, Y, Z sont des fonctions de quatre variables 
indépendantes x, y, z, t, fonctions entre lesquelles existent des relations 
que nous devons chercher. 

Il est clair que si l'on parvient à résoudre le problème sous ce 
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dernier point de vue, là quesliou primitive : 
en effet, que nous ayons obtenu les voleur 
X, y, z, (, savoir 

Si nous cuniiidérons une pnrticulc dcierminde du fluide, ses coordon- 
nées I, r„ Z SLTuiil des fonctions du temps (, et les eumposantcs de sa 
vitesse seront les dérivées de ces fonelions pur riippurt nu temps. Mnis les 
relulîons préciidenles iiynnl lieu en un point et à un iii>ilant ijnelconque, 
il s'ensuit que 



rfC_ 



'f{l,n.i:,i), ^=f'(l 



dt 



= /,(H,l,ï, 0- 



L'intégration de ce système d'équaiiuns du premier ordre, et la déier- 
mimilion des constantes par lu position initi.ilo de la particule eonsidëréC) 
Teront connaître ç, ri, Ç en fonction de t et pnr suite le mouvement de 
cette particule. 

SSO. Le principe de d'Alembert nous fournit trois équations du mou- 
vement. D'après ce principe, les (équations d'équilibre du lluidc (448) 
doivent éti-e vérifiées, si l'on joint aux forées qui soltieitcnl le fltiide les 
forces conservées de Ions ses poinls, prises en sens contraire ; eesi-ft-dire. 
si l'ou ajoute rcspertivcment nux composiintcs X, Y. Z, les composantes 
j„j„j, de l'aecclérnlion du fluide en M. eljniigées de si(;nc. On a donc, 
sous une première forme, 

11 faut ensuite exprimer j,.Js.j. "u moyeu de r., v,, i*:. Or, si i, »i, Ç 
désignent les coordonnées du point matt'riel qui est iiciucllemeiii en 
(a, y, t), on a évidemment 



(■) 



-p(*-i), 



~j-)- 



rf'S 




diK_Jf Jfdi ilfdr rf/'ji 





\ 


jiui i. r,. i p;ir leurs valeurs iictuelle 


'.».«. 


(/t>, ili\ dv. de, 
'^'di'*'^''~dj!'*'''' dti ■^'"'rfî' 1 


^ 
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l.On oiKÎrfrii ilc h inùtue manière poiir /,,_/., el l'un obliendra les Irois 
pinlions tiiTcs du principe de d'AIcmbei-tsoiis )r rnrme siiiviinlc : 

idp dv, dp, du, dv, 

p ds ' dl ' dx ' il'/ ' dz ' 
dv. 







dv, 
~ '■" dx ~ 


do, 


pj.- 


rfo. 
dl 


dv. 


dr, 
'•ds' 




''= 

. On nbticnt une relation distincte des prccddenii's |iiir lu cundi- 

D de continuité du fluide, c'est-à-dire en exprimant ignc rorcroisscincnt 

■ia mnsse dans un cspitce limité V, pendant le temps infinimcnl petit àt, 

T ^gnle à In masse de fluide qui a pénétru duns cet espace ti travers sa 

, pendant ce même temps. 
iSoîcnt du) un ék-menl de lu surfaee rcrmt'c qui limite le volume V; 
Bla composante de In vitesse du fluide en ce 
tiitt suivant la dircclion N de lu normale à di.y, 
iée vers l'inttîrieur de V. Le volume du lluidt* 
K entre dans l'espace V par l'élcment (/m, 
fts le temps At, est évidemment égal h v.M-d<.K 
|aa musse h f.v^t-dtà. Lu masse totale du 
idc qui pénètre dans l'espace V pendant le temps M est donc 
} if J" pMw = Ai y p [u, cos (N, x) +■ r, cos (N, y) ■+■ v, cos (N, z)] dw, 
htégrale s'élendanl h toute la surface fermi^e. Soient dm,, da^, dat, les 
njections de rélcmenl (/u sur les plans YZ, XZ, XY. D'après une 
parque déjà Tuile au K° SAI, coi {Ji, x)dt,i'=± Ha,, stttvnnl que 
Bjfle (?(, x) est aigu on obtus, en sorte que si l'on ussovic dcux-à-dcux 
I éléments c/u qui ont même projection sur le plan YZ, et si l'on 
Kgne par A, (pu.) l'accroissement que prend la fonction pr, quand un 
un côté à l'autre du volume V sur une [iiirillele à rn\c des x, on 
3 peine que l'on n 

|pu, cos(.\, x)(/w= — J'Ai(pi',)*/(ii,, 
Hégrnie s'étend.iul mainleuanl h tous les éléments tl',),, ou à Tuirc de 
Bprnjection du volume V sur le plan XY'. On auni, de même, 

.sl^,y),/^=-j•A,(pl■,)rfM,, Jpu: cos (N, :)</..= -jA.(pr,).K. 
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D'autre part, si Ton désigne par p' la densité moyenne du fluide dans 
rinlérieur du volume V, elle devient, à Tëpoque t -^ Af, p' -+- A|p*, et 
raccroissemcnt de masse a pour expression VAfp'. Égalons cette expression 
à celle de la formule (3), substituons aux intégrales à la surface leurs 
valeurs, divisons par Af et faisons tendre At vers zéro; nous aurons 
rëquation 

J A, (pi?,) dois -4- J Ay (pVy) dû)y H" J A. (pV,) rfû). H- V -^ = o. 

ut 

Mais la somme des éléments d(ùgy multipliés respectivement par les 
portions correspondantes Ax des parallèles h Taxe OX comprises sous la 
surface donnée, est égale au volume V. On a donc 

V = J Ai d(ùsy 
et de même 

V = J liyd(ùyy V = J Ajzctoi),, 

d'où l'équation ci-dessus peut s'écrire 

J A, (pr,) rf 6>^ ^ J Ay (pvy) dcoy ^ J A, (pu.) rfo). ^ ^P'^o^ 
J Ax rfû), J At/ rfoy J Az dû), rft 

Enfîn, on sait que 

J A, (p«.) d«. = J^. Axd«. = [:^)] J- A,rf«„ 

les crochets désignant une moyenne entre les valeurs que la fonction 
affecte pour tous les éléments dtHx* Raisonnant de la même manière pour 
les autres intégrales, on met l'équation (4) sous la forme 



TA^pi^ I r ^y(pyy) 1 [Mp^l dp' __ 



o. 



Cette équation s'applique à un volume V de grandeur finie quelconque, 
pris dans la masse fluide. Mais si l'on suppose que ce volume soit très- 
petit dans tous les sens autour d'un point M, Ax, At/, Az sont insensibles; 
les différences peuvent être remplacées par les différentielles, les 
valeurs moyennes par leurs valeurs au point M, p' par la densité en M, 
et l'on a 

(c\ d(pr,) d(puy) d(pr,) <<p_ 

^^^ dx dy dz '^dt" 
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Telle est Véquation de continuité du fluide^ équation qui doit être 
vérifiée en chacun des points de la masse. 

961. Les équations (2) et (5) sont aux dérivées partielles; elles ne 
suffisent pas encore pour définir les fonctions inconnues Vx, Vy, t^, p^ p ^^^ 
quatre variables x^ 7, Zy t. Mais lorsqu'il s'agit d'un liquide homogène, 
p est une constante connue, et il ne reste à déterminer que quatre fonctions 
par les quatre équations (2) et (5). De plus, l'équation (5) se simplifie 
alors^ et devient 

dva dvy dvs 

dx dy dz 

S'il s'agit d'un gaz, p est une fonction inconnue, mais on a la relation 
connue 

p = Ap (i -t- a9), 

9 étant la température, k un coefficient numérique. Si donc la tempéra- 
• ture est constante et donnée dans toute l'étendue du fluide, cette 
équation entre /> et p complétera le nombre des équations nécessaires. 

Dans le cas des liquides hétérogènes, la cinquième équation ne 
s'obtient que par des considérations qui ne nous semblent pas satis- 
faisantes. 

M9. Aux équations (2) et (5), qui ont lieu en un point quelconque du 
fluide, on doit joindre encore les équations dites à lasurfacCy ou qui ont 
lieu seulement pour les points du fluide distribués, à Tinstant que 
l'on considère, sur une surface déterminée. Nous n'indiquerons que 
deux cas : 

i" Si le fluide eu mouvement présente une surface libre sur laquelle 
un gaz exerce une pression P, connue et partout égale (pression atmos- 
phérique), on aura, en tout point (x, y, z) de cette surface à un instant 

quelconque, la condition 

/> = P. 

2** Supposons que la masse fluide en mouvement soit constamment en 
contact avec une paroi solide, dont la surface est représentée par une 
équation 

F (x, y, z) = G. 

Les points matériels du fluide en contact avec la paroi ont nécessaire- 
ment leurs vitesses dirigées tangcntieilcment à celte paroi ; donc, pour 



tout poiat^j, y. z) iitii vêrilic rc<|uati»n de la surrncc, la direcltoa de la 
vite^ise du lluidc est perpendiculaire à In Dormalc en ce point, cl v,, v,, r^ 
vérifient nécessairement t'éj;alilé 



rfF 
'dx" 



dF 



rfF_ 
''dz~ 



Ces éqaatiuns ii ta surrace scrvuntit dél^-rminer les ronctions arbitraires 
({ai s'înlrodniraienl par rintêfErntion des é(]niiliDns (2) et (5), inl^ratùia 
qui, d'ailleurs, est presque toujours au-dessus des forces de l'analyse. 

Il Taul ajouter que ces équations (2) elles-mêmes sont fondées sur le 
principe de l'égaliic de pression dans tous les sens, et que ce principe, 
irès-admîssibic dans l'hydrostatique, s'écarte probablcmenl de la véril^ 
dans tes cas où le fluide est animé de mouvemcoLs rapides. 

A raison de ces imperfections graves qui entachent les formules fonda- 
mentales de l'hydrodynamique, nous ne déTelopperons pas les cons^ 
quences générales qu'on n essayé d'en tirer, et nous nous bornerons k 
traiter un problème simple qui conduit k des rêsiiUnis utiles. 

SAS. Du mouvcmfnl pmnantHl d'un fiuidt. — Lorsque la masse On ide 
que Ton considère est soumise i des conditions parfaitement invariables ; 
que les forces motrices, en chaque point de l'espace occupé par le fluide, 
ne (lépcndcnt plus du Itmps, on edmcl qu'au bout d'un certain temps il 
s'établit un état /««rmaneiit, c'est -i -il ire que l'étnt du fluide en un point 
donné (x, y, z) ne varie plus, et que les quantités e,, Vy, o,, p, f dépeii- 
denl encore de x, y, i, mais sont indépendantes de t. Il suit delà que deux 
pnrticules fluides qui, à des époques dilTérenics, passent par un méiDC 
même point, y passent avec des vitesses identiques cl juireourent des trn* 
jectoires identiques. Si l'on se représente, a un instant donné, l'ensemble 
drs molécules fluides qui, suivant ainsi le même chemin, ont pttssè nu 
passeront à travers un petit élément plnn donné, on aura ce que noua 
appelons un filtt du fluide. 

Les cas où le mouvement est sensiblement permanent se préaenleni 
souvent. Ainsi, un récipient rempli d'un liquide homogène et pesant, 
maintenu 1 un niveau constant par un réservoir indéfliii, et mnni d'nti 
orîlîce d'écoulement, offre un exemple très-simple du cas où les coodi- 
lions du muiitcment ]>ermanenl sont remplies. 

Admettons donc t'bypolbcse ci-dessiis; sup|>osons en autre qu'il enigte 
une fonction dci forcer, et que l'on ait 

\âz > Yrfy ^ ZJr = d.îU.y. s). 
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Les équations de rhydrodynamique, sous la forme (i), étant multi- 
pliées respectivement par dxy dy, dz et ajoutées, donneront 

dp^pdcp — p (JM -+- j\dy -H j,dz) ; 
car, p étant devenu indépendant du temps, on a 



-T-dx -^ — ^dv -^ ~dz = dp. 
dx dt/^dz ^ 



Les différentielles dXy dy, dz sont arbitraires; si nous les prenons 
suivant le trajet de la molécule fluide, nous aurons 

dx = Vtdt, dy = Vydtf dz *=» v,c/(, 



. dv, . rfvy . dv, 

^'-"dt' ^'^'df' ^''^IT' 



etf par suite. 



j,dx H- jydy -+- jtdz = t?,dw, -t- Vydv^ h- t?,dv« =- d.i?*, 

V étant la vitesse du fluide en M. On aura donc pour la différentielle de 
la pression, prise le long d'un même filet du fluide, 

dp = pd(p — — d.t?*. 

Cette équation s'intègre dans le cas d'un fluide homogène ; p étant 
alors constant, on a 

(7) P = P9 (^> y> «) — ; v' -^ ^y 

la constante C ayant des valeurs différentes pour les divers fllets fluides. 
La relation (7) a donc lieu entre p, v, x, t/, z sur toute l'étendue d'un 
même filet. 

364. Appliquons ces formufis à un liquide pesant, maintenu à niveau 
constant dans un vase par un réservoir d'alimentation, et s'écoulant 
par un orifice percé à la partie inférieure du vase. L'axe des z étant 
vertical dans le sens de la pesanteur, on a 

X = o, Y = o, Z = flf, ^{xyy,z) = gz\ 

IVqualion (7) prend la forme 



'. iUcl fluide, fu il pression à h siirfnee libK| 
pporte k relie siTrfuee, v, la vitesse du fluide en 



Soient, pour i 
z. In valeur de s 
ce point; on a, en délerminanl la constante C par ces données, 

(8) p-,,. = jpl=-.-.)-?(i.'-.3. 

Mais il existe enlre v, et v une relation fournie par rt^qualtAn de 
continuité, laquelle est iei tpés-facilc ù former. Appelons ir,. a les secliODC 
transversales du filet considiîrt', correspondantes au% altîludcs z, et (■ 
Pour que le (iiet forme enlre a, et a une masse homogène sans ïntemip- 
lion, il faut que la quanliU^ de liquide qui enlre par la section ff, dans le 
temps dt soit égale à celle qui sort par î dans le même 
l'égalité 

<r„ ■ l!^( = a ■ vdt, ou t'„<r„ = va. 
I.Vqualion (8) devient, par l'dliminalion de r„, 

Celle équation peut servie à déterminer la vitesse v, ave 
liquide s'échappe de l'oriRcc. Soit si la valeur de z qui correspond, pour^ 
le fiicl liquide considéré, ii la seelion faite II l'orifice. Admettons quf la I 
pression exierteure soil la mdme qu'à la surface ; la presMon p devant se I 
mellre en équilibre fi l'orifice avec la pression externe, nous avons ;) = p, ] 
pour s = zi. L'cqualion devient a 



<'^3^ 



2j(:,- 



Pi fait l'onnailre la vilesse tu. Le rapport a: u, esi inconnu, Ji l«4 
mais lorsque la section de l'orifice est Irâs-peiile comparativement it faîrcl 
de la surface libre du liquide, il est clair que ce rapport doit (!ire trèM- 
petil, en sorte que son carré est ncglijteahle. De plus, l'expérience 1 
montre qu'alors la surface libre reste sensiblement plane et horixnntalc I 
malgré l'écoulement ; îi — ig se réduit donc, pour un lilet quelcouwCtJ 
à lu hauteur h du niveau du liquide au-dessus de l'orince, et l'oi 
ccssimplifiealions, 



ee qui donne le tiiéurcme lie To 



■i.-elli 
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liquide pesant s'écoule par un orifice étroit^ à la partie inférieure d'un 
vase oit le liquide est inaintenu à un niveau constant ^ est égale à celle 
qu'un corps acquerrait en chute libre en tombant d'une hauteur égale à 
celle du niveau du liquide au-dessus de l'orifice. 

II faut remarquer toutefois que les formules ci-dessus ne sont vrai- 
ment applicables qu*aux Olets liquides qui passent vers le centre de Tou- 
vcrture : les autres, plus rapprochés des parois du vase et de l'orifice, 
éprouvent pendant leur mouvement des frottements et des changements 
brusques de direction qui diminuent sensiblement leur vitesse. Aussi, 
lorsqu'on applique la valeur de vi à l'évaluation du débit de l'orifice, 
c'est-à-dire de la quantité de fluide qui s'en écoule pendant un temps 
donné, on trouve toujours une valeur supérieure à celle que l'expé- 
rience fournit. 

965. La formule (8) donne la pression en un point de la masse fluide. 
Si le liquide était en repos, on aurait seulement (951) 

P = po-+-5fp(2 — ro); 

il suit de l'équation (8) que, à une même profondeur^ la pression sera plus 
grande ou plus petite que dans l'état d'équilibre suivant que Ton aura 

v* — t?J <] ou > o. 

Dans le voisinage de l'orifice, v croît très-rapidement et v* — wj 
acquiert une valeur considérable; aussi p diminue-t-il rapidement pour 
se mettre en équilibre avec la pression extérieure po. 

On traitait autrefois par des considérations analogues la question de 
l'écoulement d'un gaz par un petit orifice, mais la solution qu'on en 
donnait était fausse en principe, parce que l'on ne tenait pas compte des 
variations de température qu'éprouve le gaz dans le voisinage de l'ouver- 
ture, variations qui ont une influence considérable dans le problème. 
C'est dans la théorie mécanique de la chaleur qu'il faut aujourd'hui 
étudier cette question de l'écoulement d'un gaz, parce qu'elle seule en 
donne une solution rationnelle. 

966. Nous étudierons, comme dernière application des formules de 
l'hydrodynamique, un théorème relatif aux mouvements tourbillonnants. 

Considérons un fluide animé d'un mouvement qui soit symétrique par 
rapport à un axe OZ (supposé vertical pour fixer les idées), c'est-à-dire 
que, en tous les poinLs situés sur une même circonférence autour de 
l'axe OZ, In pression, la densité, la vitesse du fluide soient les mêmes. 
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Admellons aussi que les for-ces cxtërîeures qui sollicitent le fluide passent 
par Taxe OZ. 

Si nous appelons x, y les coordonnées rectangles ; r et 6 les coordon- 
nées polaires d'un point M en projection sur un pian normal & OZ, 

nous aurons 

x = rcos9, y=rsîn9. 

Les deux premières équations (i), savoir 

^ dx ^ p dy 

multipliées respectivement par dx, dy et ajoutées, donnent 

Supposons que les différentielles dx, dy se rapportent k un déplacement 
sur la circonférence de rayon r autour de OZ. Il viendra 

^P j ^P j 

-r dx '\- — dy = Oy 

dx dy ^ 

puisque p reste constant à un même instant sur cette circonférence. 

D'autre part, on a évidemment \dx + Ydy =o, la direction de la force 

qui agit sur le fluide en M étant, d'après notre hypothèse, normale à la 

circonférence. Nous aurons donc, en attachant aux différentielles dx, dy 

le sens indiqué, 

j, dx -+- jy dy = o. 

Or, nous avons, d'une part, r étant constant, 

dx = — r sin G rf9, dy = r cos 9 rfO ; 

d'autre part, si nous considérons pour un instant r et 9 comme les coor- 
données, fonctions du temps, de la molécule qui occupe actuellement la 
position M, nous aurons 

d*.rcos9 f/V . . drdô .dO» . d*Q 

u=-' — 7-1 — =-7--cos0 — 2sin G- — ; rcos0-;-- — rsin O-^t' 

•^ rff« r/(* dtdt dt^ dt* 

rf«.rsinG d*r . ^ (IrdO . ^rfO» .d*9 

;«== — — ==---sin -4- 2C0SÔ-— ; r sin G-tt -+-r cosO-—-. 

^* dt* dt* dtdt dt' dt* 

Substituons dans la relation ci-dessus et posons 

dQ 

dt ' 
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eo désignant ainsi la vitesse angulaire de la aïoléculc située à la distance r 
de Taxe OZ. II viendra, réductions faites, 

dr d(ù 



d'où 



dt dt ' 



dr d(ù 

2û)r-r- H- r'--r- = 0, OU (tW^ = a, 

ai dt 



en intégrant et désignant par a une quantité qui est constante pour une 
molécule fluide. Nous avons donc 



r 



c'est^à-dii*e que dans le mouvement d'un fluide qui tourbillonne autour 
d'un axe de symétrie^ la vitesse angulaire d'une même molécule varie, 
pendant son mouvement, en raison mverse du carré de sa distance à l'axe. 
Ce théorème, dû à M. Svanberg, est utilisé dans l'explication de cer- 
tains phénomènes que présentent les tourbillons. 



